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第 1 章 序論
第1章 序論
　近年、様々な電子機器の発達・普及に伴い、それらの機器からの不要輻射による電磁波
干渉が深刻化している。それらの有効な対策として不要輻射波源の位置を特定することが
重要である。
　電磁放射波源の位置を推定する手法として、電磁放射波源近傍の電磁界を球波動関数に
展開し、一部の空間に境界条件を適用することで未定展開係数を求め、遠方界及び近傍界
を推定する手法が提案されている[1][2][3][4][5][6][7]。しかし、これらの手法は周囲に何
も無い放射体のみを対象としたものであり、周囲に存在する散乱体は考慮されていない。
また散乱体近傍に存在する波源位置推定法についての報告がされているが、こちらは二次
元問題である[8]。
　そこで本研究の目的は、三次元問題として導体球近傍に存在する波源位置推定の方法に
ついて提案することである。
　散乱体は原点に配置された導体球とし、原点から波源までの距離だけは既知であるとす
る。そして原点から等距離にある球面上のどの位置に波源が存在するのかを、導体球近傍
の電磁界を用いて推定する。
　本手法の正当性を検証するため、数値実験及び実測実験を行う。数値実験では微小ダイ
ポールアンテナを使用し、実測実験では 1/2 波長ダイポールアンテナを使用する。実験で
は波源の位置だけでなく、放射波源の特性を推定も検証材料となるため、アンテナの偏波
の確認も行う。
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第2章 球ベクトル波動関数の導出
　本章では球ベクトル波動関数の導出を行う。本論文には球ベクトル波動関数[9]を用い
た放射電磁界表現が必要不可欠であり、かつ球ベクトル波動関数を応用する必要が有るた
め、本章で理解を深める。
　球ベクトル波動関数の導出の出発点は Maxwell 方程式である。Maxwell 方程式から電
界磁界に関するヘルムホルツ方程式を導く。その後ヘルムホルツ方程式を球座標系で解い
ていく。求めた解はスカラ波動方程式の解で、固有関数である。その求めたスカラ関数を
用いて電磁界表現に必要なベクトル関数を導く。
2.1節 ヘルムホルツ方程式の導出
 Maxwell 方程式は次式で与えられる。
∇×E =−∂B
∂t  (2.1)
∇×H =∂D
∂t +J  (2.2)
∇⋅D =ρ  (2.3)
∇⋅B=0  (2.4)
ここで、 E は電界、 H は磁界、 D は電束密度、 B は磁束密度、 J は電荷密
度、 ρ は電流密度である。媒質が等方・均等・非分散であるとき、構成方程式は以下の
式で与えれれる。
B =μ0H  (2.5)
D=ϵ0E  (2.6)
J =σE  (2.7)
ϵ0 は真空中の誘電率、 μ0 は真空中の透磁率、 σ は導電率を表わす。また時間因子
を e j ωt とし、電流源及び磁流源のない空間を考えると Maxwell 方程式は次のようにな
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る。
∇×E =−j ωμ0H  (2.8)
∇×H = j ωϵ0E  (2.9)
 ∇⋅E=0 (2.10)
∇⋅H =0 (2.11)
上式にベクトル公式を用いると次式のベクトルヘルムホルツ方程式が得られる。
∇2E +k 2E=0  (2.12)
∇2H +k2H =0  (2.13)
自由空間における波数を k とし、 k=ω√ϵ0μ0 となる。
　ここで、電界及び磁界の表現にベクトルポテンシャル A 及びスカラポテンシャル
ϕ を用いる。ベクトルポテンシャル A 及びスカラポテンシャル ϕ で表現された電
界及び磁界は次式で表現できる。
E=− j ω{A+ 1k ∇ (∇⋅A)}  (2.14)
H = 1μ0 ∇×A  (2.15)
このとき、ベクトルポテンシャル A 及びスカラポテンシャル ϕ は次式の条件を満た
す。
∇2 A+k 2A=0  (2.16)
∇2ϕ+k 2ϕ=0  (2.17)
ベクトルポテンシャル A 及びスカラポテンシャル ϕ を求めることで、電界 E 及び
磁界 H を厳密解表現が可能となる。
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2.2節 ヘルムホルツ方程式の解の導出
　問題を図のような球座標系 (r ,θ ,φ) とする。
球座標系におけるスカラ関数 ϕ のラプラシアン ∇2ϕ は以下のようになる。
∇2ϕ= 1
r 2
∂
∂r (r 2 ∂ϕ∂ r )+ 1r 2sinθ ∂∂θ (sinθ ∂ϕ∂θ )+ 1r 2sin2θ ∂
2ϕ
∂φ2
 (2.18)
よって、式(2.15)の球座標系表示は
∂
∂r (r 2 ∂ϕ∂ r )+ 1sin θ ∂∂θ (sin θ ∂ϕ∂θ )+ 1sin2θ ∂
2ϕ
∂φ2
+k 0
2r 2ϕ=0  (2.19)
となる。ここで球座標系におけるスカラ関数 ϕ を球座標系 (r ,θ ,φ) の変数分離系で表
せるものとする。これを式(2.19)に代入すると、
r 2 ∂
2 R
∂ r 2
+2r ∂R
∂r +R
1
ΘΦ { Ψsinθ ∂∂θ (sinθ ∂ϕ∂θ )+ Θsin2θ ∂2 Ψ∂φ2 }⏟
−T 2
+k 02r 2R=0
 (2.20)
が得られる。このとき、
1
ΘΦ
=−T 2 と置く。そうすると式(2.20)は
r 2 ∂
2R
∂ r 2
+2r ∂R
∂ r −T
2R +k 02r 2R
=r 2 ∂
2R
∂ r 2
+2r ∂R
∂ r +(k 0
2r 2−T 2)R=0
 (2.21)
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となる。ここで R (r )=
u (r )
√kr と置き、 T
2=n (n+1) とすると、式(2.21)は
r 2 ∂
2
∂r 2 (u (r )√kr )+2r ∂∂r (u (r )√kr )+(k 2r 2−n (n+1))R=0  (2.22)
となり d
dr
u (r )
√kr
=
1
√k
u ' (r )√r−u (r )2√r
r
, d
2
dr 2
u (r )
√kr
=
u ' ' (r )
√kr
+ 3
4
u (r )r
−
5
2−u ' (r )r
−
3
2
となるので、式(2.22)は以下のようになる。
r 2 ∂
2u (r )
∂r 2
+r ∂u (r )
∂r +(k 2 r 2−(n+12 )
2)u (r )=0  (2.23)
式(2.22)はベッセル微分方程式であるため、解はベッセル関数となる。すなわち、
u (r )=Z n+1/2(k r )  (2.24)
となる。従って、変数分離解 R (r ) は次式となる。
R (r )=Z n+1/2(kr )
√kr  
(2.25)
また、球ベッセル関数
z n (k 0r )=√ π2k 0 r Z n+1/2(k 0r ) を用いると次のように書き直すこ
とができる。
R (r )=√π2 z n (kr )  (2.26)
続いて Θ(θ) を求めていく。そのためには −T 2 を解く必要がある。 −T 2 は
−T 2= 1
ΘΦ { Φsinθ ∂∂θ (sinθ ∂ϕ∂θ )+ Θsin2θ ∂
2Φ
∂φ2 }
↓
Φ
sinθ
∂
∂ θ (sinθ ∂Θ∂θ )+ Θsin2θ ∂
2Φ
∂φ2
+T 2ΘΦ=0
 (2.27)
となる。ここで、変数
∂2Φ
∂φ2 について以下にように置くと、
∂2Φ
∂φ =−m
2Φ  (2.28)
となり、とすると、
(1−η2) ∂
2Θ
∂η2
−2η∂Θ∂η +(n (n+1)− m21−η2)Θ=0  (2.29)
となる。このとき、
∂
∂θ=−√1−η
2 ∂
∂η 、
∂
∂η2
=(1−η2) ∂
∂η2
−η ∂∂η である。
　さて、式(2.29)はルジャンドル陪微分方程式である。従って、方程式の解は二つの独立
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した解であるルジャンドル陪関数となる。ただし、独立解の一つである第二種ルジャンド
ル陪関数 Q n
m(η) は η=±1 で発散するので、ここでは第一種ルジャンドル陪関数
P n
m(η) のみを用いる。よって、式(2.29)の解は
Θ=P n
m (cosθ)  (2.30)
となる。
　最後に変数分離解 Φ(φ) であるが、式(2.28)から求めることができる。その解は以下
のようになる。
Φ={cossinm φ (even)(odd )  (2.31)
以上より、変数分離解から球座標系におけるスカラ関数を導くことができた。導くいたス
カラ関数は固有関数と呼ばれ、基本波動方程式である。導いたスカラ関数をまとめると次
式で表現できる。
ϕe
o
, m , n
(r ,θ ,φ)=z n (k 0r )P nm(cos θ)cossin
m φ (even )
(odd )  (2.32
2.3節 球ベクトル波動関数の導出
　次に、先程求めたスカラ関数を用いて球座標系におけるベクトル関数 A を構成する
球ベクトル波動関数
M e
o
mn
,N e
o
mn を求めていく。
　波源のない空間では、電界及び磁界そしてベクトル関数 A はスカラ関数 ϕ を母関
数に持つ、独立した三つの解の和で与えられる。
A=L +M +N  (2.33)
L=∇ϕ  (2.34)
M =∇×(a ϕ)=L×a  (2.35)
N = 1k ∇×M  (2.36)
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このとき、 a は任意の定ベクトルで、球座標系では同径方向を向いたベクトル
a=r r 0 となる。
※本論文ではその座標系における単位ベクトルを下線に 0 を付け、太字で表わす。
　例えば球座標系の単位ベクトルならば、 r 0 ,θ0 ,φ0 を用いる。
また、これらのベクトル関数は次の関係式を満足する。
∇×L=0  (2.37)
∇⋅L=k 2ϕ  (2.38)
∇⋅M =0  (2.39)
∇×M =k N  (2.40)
∇⋅N =0  (2.41)
∇×N =k M  (2.42)
L⋅M =0  (2.43)
ここで、ベクトル関数 A を次式のような球ベクトル波動関数の和で表わす。
A=amn Lmn+b mn M mn+c mn N mn  (2.44)
電界式はベクトル関数 A を用いて式(2.14)から求めることができる。
E=− j ω(A+ 1k 2 ∇ ∇⋅A)
=− j ω([amn L mn+b mn M mn+c mn N mn ]+ 1k 2 ∇ ∇⋅[amn L mn+b mn M mn+c mnN mn ])
=− j ω (amn L mn+b mn M mn+c mnN mn−amn ∇ϕ)
=− j ω(b mn M mn+c mnN mn )
 (2.45)
磁界についても同様のことが成り立ち、
H = k
μ0 (b mn N eo mn+c mn M eo mn)  (2.46)
で表わすことができる。従って、球ベクトル波動関数
M e
o
mn
,N e
o
mn だけで電磁界を表現
することができる。
　次に、球ベクトル波動関数 M は式(2.35)から次のように求まる。
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M =∇×(ϕ r r 0)=
1
sinθ
∂ϕ
∂φ θ0−
∂ϕ
∂θ
φ0
=∓
m
sin θ z n(k 0r )P n
m (cosθ)sin
cos
m φ⋅θ0
−z n(k 0r )
∂P nm (cosθ)
∂ θ
cos
sin
m φ⋅φ0
 (2.47)
続けて、球ベクトル波動関数 N を求めていく。球ベクトル波動関数 N は式(2.35)か
ら求めることができる。
N = 1k ∇×M
= 1r sinθ {∂(sinθM φ)∂ θ −∂M θ∂φ }⋅r 0+ 1r {−∂M φ∂ r }⋅θ0+ 1r {∂(rM θ)∂r }⋅φ0
 (2.48)
この式(2.48)を各項(各成分)に分けて計算していく。
N r=
1
kr sinθ {∂(sinθM φ)∂θ −∂M θ∂φ }
= 1
kr sinθ
z n (k 0 r ){− ∂∂θ (sin θ ∂∂ θ P nm(cosθ))⏟
α
+ m
2
sin θ
P n
m(cosθ)}cossinm φ  (2.49)
ここで、ルジャンドル陪関数には次の漸化式[10]が成り立つ。
−sin θ
∂P n
m (cosθ)
∂θ
=(n+1)cosθP n
m(cos θ)−(n−m+1)P n+1
m (cosθ)
=(n+m )P n−1
m (cosθ)−n cosθP n
m(cosθ)
 (2.50)
(n−m+1)P n+1
m (cosθ)=(2n+1)cosθP n
m(cosθ)−(n+m )P n−1
m (cosθ)  (2.51)
これらの漸化式を用いると、 α は
α= ∂∂θ ((n+1)cosθP n
m(cosθ)−(n−m+1)P n+1m (cosθ))
=− ∂∂θ (n cosθP n
m(cosθ)−(n+m )P n−1
m (cosθ))
=n sin θP n
m(cosθ)−n cos θ ∂∂ θP n
m(cosθ)+(n+m ) ∂∂ θP n−1
m (cosθ)
=n (n+1)sin θP n
m(cosθ)− m
2
sinθ
P n
m (cosθ)
 (2.52)
となる。よって、第一項は
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N r=
1
kr sinθ z n (k 0r )
{n (n+1)sinθP nm(cosθ)− m 2sin θP nm(cos θ)+ m
2
sin θP n
m (cosθ)}cossinm φ
= 1
kr
z n(k 0r )n (n+1)P n
m(cosθ)cos
sin
m φ
 (2.53)
となる。第二項、第三項についても同様に求めることができる。
N θ= 1k r
∂
∂ r {rz n (k r )}
∂
∂θ P n
m(cosθ)cos
sin
m φ  (2.54)
N φ=∓ mk r sinθ
∂
∂r {r z n(k 0r )}P n
m (cosθ)sin
cos
m φ  (2.55)
従って、球ベクトル波動関数 N は次式となる。
N e
o
mn
=
n (n+1)
kr z n (k 0 r )P n
m(cosθ)cos
sin
m φ⋅r 0
= 1k r
∂
∂ r {rz n(k r )}
∂
∂θP n
m(cos θ)cos
sin
m φ
=∓
m
k r sinθ
∂
∂r {r z n(k 0r )}P n
m(cosθ)sin
cos
m φ
 (2.56)
以上が球ベクトル波動関数の導出となる。
　球ベクトル波動関数
M e
o
mn
,N e
o
mn は引数を特に示す必要がない場合などは
M e
o
mn
,N e
o
mn の形で表現する。引数に区別を必要とする場合は
M e
o
mn
(R ) ,N e
o
mn
(R )
と記載する。この R は球座標系の変数を表し、 R=r ,θ ,φ とする。 k R と表記す
る際には k R=kr , θ ,φ を意味し、波数等に変化がある際に使用する。加えて変数を強
調する場合は球ベクトル波動関数を
M e
o
mn
(r ,θ ,φ) ,N e
o
mn
(r ,θ , φ)
と表記する。
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2.4節 放射電磁界式
　前章までをもって、自由空間中の電磁界は次式で定義することができる。
E (r ,θ ,φ)=∑
n
∑
m (αmn M eo mn
(c ) +βmn N e
o
mn
(c ) )  (2.57)
H (r ,θ , φ)= jZ ∑n ∑m (αmnN eo mn
(c ) +βmn M e
o
mn
(c ) )  (2.58)
ここで、Z は真空中の波動インピーダンスを表し、 αmn ,βmn は未定展開係数を表す。
M e
o
mn
(c ) ,N e
o
mn
(c )
は球ベクトル波動関数である。また球ベクトル波動関数中の上添字 (c) は
球ベクトル波動関数に含まれる球波動関数の種類を表し、次にように定義する。
z n
(1)(kr )= j n(kr ) 第一種球ベッセル関数  (2.59)
z n
(2)(kr )=nn(kr ) 第二種球ベッセル関数  (2.60)
z n
(3)(kr )=hn
(1)(kr ) 第一種球ハンケル関数  (2.61)
z n
(4)(kr )=hn
(2)(kr ) 第二種球ハンケル関数  (2.62)
本論文では、電磁界中の時間因子を e j ωt としたため、球ベクトル波動関数に含まれる
球波動関数として、放射条件を満たす第二種球ハンケル関数を選択する。
　なお、数式上で球ベクトル波動関数中の上添字 (c) を特に区別する必要がない場合や球
波動関数全体を示す場合などは表記を省略していることもある。
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第3章 平面波の散乱解析
　本章では第 2 章 で求めた球ベクトル波動関数を用いて平面波の電磁界表現を行う。加えて、
平面波が入射した場合の導体球及び誘電体球による散乱の数値計算を行う。平面波、散乱波及
び透過波を球ベクトル波動関数を適用した電磁界理論式表現を行う。その後、球表面で境界条
件を適用し、散乱係数及び透過係数を求める。求めた電磁界表現式を検証するために、導体球
及び誘電体球近傍の電界分布数値計算で算出する。その後評価をし、確認する。
　本章は球ベクトル波動関数を用いて電磁界表現することで、本論文の理解を深めることが目的
である。
3.1節 入射平面波
　問題の座標系は第 2 章 で与えたものを用いる。
　入射波は x 成分に電界 E x
i
と y 成分に磁界 H y
i
を持ち、z軸方向に進行する平面波
を想定する。時間因子を e j ωt とし省略する。入射電界の直角座標系表示は次式で与え
られる。
E i=x 0 E 0e
j k 0z=x 0E 0e
− j k 0rcos θ
 (3.1)
上式を球座標系に定義し直すと次のようになる。
E i=E 0(sin θcosψ⋅r 0+cosθ cosψ⋅θ0−sinψ⋅ψ0)e
− jk 0r cosθ
 (3.2)
一方で、第 2 章 で求めた球ベクトル波動関数を用いて入射電界を表現すると、
E=− j ω{A+ 1k 02 ∇ (∇⋅A)}=E 0 (an M eo mn+b n N eo mn)  (3.3)
となる。このとき、 E 0=−j ω である。
　さて、現時点で次数 n、位数 m、モードの選定について言及をする。今回は x 成分を有
する平面波であるので、式(3.2)から球ベクトル波動関数を M o1n , N e1n と限定すること
ができる。加えて球波動関数が原点で発散しない球ベッセル関数を選ぶと式(3.3)は次式で
表現することができる。
E x
i =E 0(an M o1n
(1) +b n N e1n
(1) )  (3.4)
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式中の上添字は球波動関数の種類を示し、(1)は球ベッセル関数を表わす。
　次に式(3.4)中の未定係数 an ,bn を求めていく。そのために球ベッセル関数の直交性を
利用する。球ベクトル波動関数
M e
o
mn
,N e
o
mn の直交性は APPENDIX  A を経て、次式で
表される。
∫0
2π
d ψ∫0
π
d θsinθM σ ,m ,n M σ ' , m ' , n '
={ 0 (σ≠σ ' ,m≠m ' ,n≠n ' )2π n(n+1)2n+1 (n+m )!(n−m )! {z n(kr )}2 (σ=σ ' , m=m ' ,n=n ' )  (3.5)
∫0
2π d φ∫0
π d θsinθN σ ,m ,n N σ ' , m ' ,n '
= 1
(k 0r )
2
2π
2n+1
(n+m )!
(n−m )! n (n+1)
1
(2n+1)2
[n (n+1)(k 0 r )2(z n−1(k 0 r )+z n +1(k 0 r ))2
+{(2n+1)z n (k 0 r )+(k 0 r ){nz n−1−(n+1)z n+1(k 0 r )}}
2]
={ 0 (σ≠σ ' ,m≠m' ,n≠n ' )2π n (n+1)(2n+1)2 (n+m )!(n−m )! {(n+1){z n−1(k 0 r )}2+n {z n+1(k 0 r )}2}(σ=σ ' ,m=m' ,n=n ' )
 (3.6)
これらの球ベクトル波動関数の直交性により、式(3.4)式中の未定展開係数 an ,bn は次の
ように求めていくことができる。
式(3.4)に球ベクトル波動関数 M eo mn を掛け、球面上で面積分を行うと、式(3.5)を用いて、
∫0
2π
d ψ∫0
π
d θE i M o , 1,n
(1)
=E 0∫0
2 π
∫0
π
sinθ(an M o , 1,n
(1) M o , 1,n
(1) +b n N e , 1,n M e ,1,n )d θd φ
=E 0∫0
2 π
∫0
π
sinθ(an M o , 1,n M o , 1,n)d θd φ
=E 0an 2π
n 2(n+1)2
2n+1
{ j n (k 0r )}
2
 (3.7)
一方で、式(3.2)に球ベクトル波動関数 M eo mn を掛け、球面上で面積分を行うと、
∫0
2 π
d ψ∫0
π
d θE i M o ,1,n
(1)
=E 0∫0
2 π
d φ∫0
π
d θ{j n (k 0r )P n1(cosθ)cosθcos2φ
+ j n (k 0r )
∂P n
1(cosθ)
∂θ sinθsin
2φ}e−jk 0 r cosθ
 (3.8)
となる。ここで数学公式集[10]より
(1−x 2)d P ν
μ(x )
d x
=μ x P νμ(x )−(νμ)(ν−μ+1)√1−x 2 P νμ−1 (x )  (3.9)
を用いて式展開を行うと、先程の式は
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∫0
2π
d ψ∫0
π
d θE i⋅M o ,1,n
(1)
=E 0 π j n(k 0r )n (n+1)∫−1
1
P n
0(η)e− jk 0r ηd η
 (3.10)
となり、もう一度数学公式集[10]から
j n (z )=
1
2 j n∫−1
1
e jzt P n (t )dt  (3.11)
を使用することで、式(3.8)は
∫0
2π
d ψ∫0
π
d θE i M o , 1,n
(1) =2πE 0(− j )
n n(n+1)[ j n(k 0 r )]
2
 (3.12)
と求まる。この式(3.12)と式(3.7)を比較することで未定係数 an を求めることができる。
その結果、未定係数 an は次のようになる。
an=(− j )
n 2n+1
n (n+1)  (3.13)
残りの未定係数 b n も同様にして求めることができる。その結果は次のようになる。
b n=(− j )
2n+1
n (n+1)= jan  (3.14)
従って、入射電界は球ベクトル波動関数を用いて次にように表現できる。
E i (r ,θ ,ψ)=E 0∑
n=1
∞
(− j )n 2n+1n (n+1) {M o ,1,n
(1) (r ,θ ,ψ)+ j N e , 1,n
(1) (r ,θ ,ψ)}  (3.15)
また磁界についても同様に求めることができる。
H i (r ,θ ,ψ)=E 0
Z 0
∑
n=1
∞
(− j )n 2n+1
n (n+1) {j N o ,1,n
(1) (r ,θ ,ψ)−M e , 1,n
(1) (r ,θ ,ψ)}  (3.16)
以上、式(3.15)、式(3.16)が電界及び磁界の入射平面波式となる。
3.2節 導体球による散乱波と合成波
　導体球による散乱波を球ベクトル波動関数で表現していく。散乱波は入射波と同じ偶奇
モードと同じ位数で表現される。そのため、球ベクトル波動関数は M o1n , N e1n が選ば
れる。そして、球波動関数は放射条件を満足する第二種球ハンケル関数 hn(kr ) を選択
し、球ベクトル波動関数の上添字(4)はそれを示す。従って、散乱電磁界式は次式となる。
E x
s=E 0∑
n=1
∞
(−j )n 2n+1n (n+1) {an
s M o1n
(4) + jbn
s N e1n
(4) }  (3.17)
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H x
s=
E 0
Z 0
∑
n=1
∞
(− j )n 2n+1
n(n+1) { j an
s N o1n
(4) −b n
s M e1n
(4) }  (3.18)
式中の未定展開係数 an
s ,bn
s
は境界条件により決定される。ここで、境界条件について考
える。
　空間中に存在する完全導体球の半径を a とする。r=a において電界の θ , φ が連続なる
ことから次の境界条件が成立する。
E x θ
i +E x θ
s =0 |r=a , E x φ
i +E x φ
s =0 |r=a (3.19)
上の境界条件を適用すると、未定展開係数 an
s ,bn
s
は次のように求まる。
ans=−
j n (k r )
hn(2)(k r )∣r=a  (3.20)
b n
s=−
∂
∂r {r j n(kr )}
∂
∂ r {r hn
(2)(kr )}∣
r=a
 (3.21)
散乱波を式(3.17)、式(3.18)で表現する事が出来た。続いて合成波を求めていく。合成波
は重ね合わせの原理により、次のように求まる。
E x
t =E x
i +E x
s
 (3.22)
従って、合成波は次のように求まる。
E t=E 0∑
n=1
∞
(− j )n 2n+1n (n+1) {(M o1n
(4) +an
s M o1n
(4) )+ j (N e1n
(4) +b n
s N e1n
(4) )}  (3.23)
3.3節 誘電体球による散乱波と透過波
　誘電体球による散乱波及び透過波を球ベクトル波動関数で表現していく。考え方は導体
球のときと同様である。よって、散乱波は以下のように表現できる。
E x
s=E 0∑
n=1
∞
(−j )n 2n+1n (n+1) {an
s M o1n
(4) + jb n
s N e1n
(4) }  (3.24)
H x
s=
E 0
Z 0
∑
n=1
∞
(− j )n 2n+1
n (n+1) {j an
s N o1n
(4) −b n
s M e1n
(4) }  (3.25)
14
第 3 章 平面波の散乱解析
また透過波は次のように表現できる。
E x
t =E 0∑
n=1
∞
(−j )n 2n+1n (n+1) {an
t M o1n
(4) + jb n
t N e1n
(4) }  (3.26)
H x
t =
E 0
Z 0
∑
n=1
∞
(− j )n 2n+1
n (n+1) {j an
t N o1n
(4) −bn
t M e1n
(4) }  (3.27)
さて、この散乱係数 an
s ,bn
s
及び透過係数 an
t ,bn
t
を求めていく。この係数は誘電体球表
面の境界条件
E x θ
i +E x θ
s =E x θ
t
|r=a  (3.28)
E x φ
i +E x φ
s =E x φ
t |r=a  (3.29)
H x θ
i +H x θ
s =H x θ
t
|r=a  (3.30)
H x φ
i +H x φ
s =H x φ
t |r=a (3.31)
を適用することで、次のように求めることができる。
ans=
∂
∂r {r j n(k 1 r )} j n (k r )−
∂
∂ r {r j n (k r )} j n (k 1r )
∂
∂r {r hn(k r )} j n(k 1r )−
∂
∂ r {r j n (k 1r )}hn(k r )∣r=a  (3.32)
b n
s=
ϵr
∂
∂r {r j n(k r )} j n (k 1r )−
∂
∂r {r j n(k1 r )} j n (k r )
∂
∂r {r hn (k 1 r )} j n (k r )−ϵr
∂
∂r {r j n(k r )}hn(k1 r )∣r=a  (3.33)
an
t =
j n (kr )+an
s hn
(2)(kr )
j n(k 1r ) ∣r=a  (3.34)
b n
t =√ϵr
∂
∂ r {r j n (kr )}+b n
s ∂
∂ r {r hn
(2)(k r )}
∂
∂ r {r j n (k 1r )} ∣r=a  (3.35)
従って、合成電界式は次式となる。
E t=E 0∑
n=1
∞
(− j )n 2n+1
n (n+1){ans M o1n(1) + j b ns N e1n(1) (r <a)(M o1n(4) +ans M o1n(4) )+ j (N e1n(4) +b ns N e1n(4) ) (a≤r )  (3.36)
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3.4節 散乱指向性
　まず、 r →∞ での第二種ハンケル関数の漸近展開を示す。
lim
r →∞
hn(2)(k 0r )≃ j n+1
e−j k 0 r
k 0r
 (3.37)
∂
∂r {r hn
(2)(k 0 r )}≃ j n( j +k 0r ) e
−jk 0 r
k 0r
 (3.38)
次に放射指向性求める。ここでは各成分毎に分けて求めていく。
r 成分について；
E rs=E 0∑
n=1
∞
(− j )n 2n+1n (n+1) j b n
s n (n+1)
k 0r
hn(2)(k 0r )P n1(cos θ)cos φ
≃E 0∑
n=1
∞
(− j ) n−1 2n+1k0 r
b n
s j n+1 e
− jk 0r
k 0r
P n
1(cos θ)cosφ
≃E 0 j
2∑
n=1
∞ 2n+1
(k 0r )
2 b n
s j n+1e − jk 0r P n
1(cosθ)cosφ
≃0
 (3.39)
θ 成分について：
E θs=E 0∑
n=1
∞
(−j )n 2n+1n (n+1)
{ anssin θ hn(2)(k 0 r )P n1(cosθ)+ j b n
s
k 0 r
∂
∂(k 0r )
(k 0 r hn
(2)(k 0r ))
∂P n
1(cosθ)
∂ θ }cosφ
≃{ anssinθ j n+1 e − jk 0rk 0r P n1(cosθ)+ j b n
s
k 0 r
j n( j +k 0r )
e − jk 0 r
k 0r
∂P n1 (cosθ)
∂θ }cosφ
≃ jE 0
e − jk 0r
k 0 r
∑
n=1
∞
(− j )n 2n+1n (n+1){ans P n
1 (cosθ)
sinθ +b n
s ∂P n
1(cosθ)
∂ θ }⏟
f θ(θ)
cosφ
≃ jE 0
e − jk 0r
k 0r
f θ(θ)cos φ
 (3.40)
φ 成分について：
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E ψs=−E 0∑
n=1
∞
(− j )n 2n+1n (n+1)
{ans hn(2)(k 0r ) ∂P n1(cosθ)∂θ + j b nsk 0 r sinθ ∂∂(k 0r ) (k 0 r hn(2)(k 0r ))P n1(cosθ)}sin φ
≃−E 0∑
n=1
∞
(− j )n 2n+1
n (n+1)
{ans j n+1 e−jk 0 rk 0r ∂P n
1 (cosθ)
∂ θ + j
bn
s
k 0r sinθ
j n( j +k 0r )
e − jk 0 r
k 0 r
P n1(cosθ)}sin φ
≃−jE 0
e − jk 0 r
k 0r
∑
n=1
∞
(− j )n 2n+1n (n+1){a ns ∂P n
1(cosθ)
∂θ +b n
s P n1(cosθ)
sin θ }⏟
f ψ(θ)
sin φ
≃− jE 0
e − jk 0r
k 0r
f ψ(θ)sin φ
 (3.41)
漸近展開を適用すると以上となる。よって散乱指向性は次式となる。
F (θ , φ)=f θ(θ)cosφ⋅θ0−f φ(θ)sin φ⋅φ0  (3.42)
これより散乱指向性を求めることができた。しかしながら、 θ=n π のとき
f θ(θ) , f φ(θ) が発散してしまう。この対処にロピタルの定理を用いる。
発散の原因箇所は
∂P n
1 (cosθ)
∂ θ ,
P n
1(cosθ)
sin θ である。この箇所にロピタルの定理を適用す
る。
　まず、ルジャンドル陪関数の漸近展開式を用いる。
∂P n
1(cosθ)
∂ θ =n (n+1)P n(cosθ)−
cosθ
sinθ P n
1(cosθ)  (3.43)
この式を展開し、ロピタルの定理を適用する。
lim
θ→0
∂P n
1(cosθ)
∂ θ =limθ→0 {n (n+1)P n (cosθ)− cosθsinθ P n1 (cosθ)}
=lim
θ→0 {n (n+1)P n (cos θ)−{cosθcosθ ∂P n1(cos θ)∂θ +−sinθcosθ P n1(cosθ)}}
=lim
θ→0{n (n+1)P n (cosθ)−∂P n
1(cos θ)
∂θ +
sinθ
cosθ P n
1(cosθ)}
 (3.44)
このとき、右辺第三項は    0   となり、またを  右辺第二項を移行すると
lim
θ→0
2
∂P n
1(cosθ)
∂θ =limθ→0
{n (n+1)P n(cosθ)}  (3.45)
となる。従って、
17
第 3 章 平面波の散乱解析
lim
θ→0
∂P n
1(cosθ)
∂ θ =limθ→0 {n (n+1)2 P n (cosθ)}  (3.46)
となる。次に
P n
1(cos θ)
sinθ であるが、
lim
θ→0
P n
1(cosθ)
sin θ =limθ →0
∂P n
1(cosθ)
∂θ
cosθ =limθ→0
n (n+ 1)
2cos θ P n(cosθ)
 (3.47)
となる。よって、 f θ (θ) , f φ (θ ) に適用させると次式となる。
f θ(θ)=∑
n=1
∞
(− j )n 2n+1
n (n+1){ans P n
1(cos θ)
sinθ
+b n
s ∂P n1 (cosθ)
∂ θ }
=∑
n=1
∞ 2n+1
2 {( an
s
cosθ +b n
s)P n (cosθ)}
 (3.48)
f φ (θ)=∑
n=1
∞ 2n+1
2 {(ans+ bn
s
cosθ)P n(cosθ)}  (3.49)
これより、散乱パターンは式(3.42)を用いて求める。ただし、 θ=n π のときは式(3.48)、
式(3.49)を用いる。
3.5節 数値計算結果
　数値計算では下記の表に準じている。また電界分布を表現した平面は z-y 平面である。
誘電体球における誘電率は ϵr=2.1 とした。
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3.5.1項 近傍界 ---完全導体球---
図 3.1 は z軸正の方向から平面波が入射したときの導体球の電界分布を表現した結果であ
る。図 3.2、図 3.3 は y軸、z軸上の電界分布を表している。入射した波が導体球にぶつか
ることにより散乱波が発生する。それにより z>0 の箇所では波の干渉が生じている。そし
て導体球近傍で電界は急激に落ち込み z<0 の箇所では z が大きくなるにつれ、徐々に電界
強度が元の値に戻っている。
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図 3.2: y軸上の電界分布 図 3.3: z軸上の電界分布
図 3.1: z-y 平面における電界分布
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3.5.2項 遠方界 ---完全導体球---
図 3.4、図 3.5 は散乱パターンを表した結果である。図 3.4 は E 面、図 3.5 は H 面を表し
ている。図 3.4、図 3.5 は両者とも入射波の進行方向にメインローブを持っている。サイ
ドローブに多少電界を持つが、バックローブは小さくなっている。
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図 3.4: E 面 (z-x 平面) 図 3.5: H 面 (z-y 平面)
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3.5.3項 近傍界 ---誘電体球---
図 3.6 が z軸負の方向から波が入射したときの電界分布である。図 3.7、図 3.8 はそれぞれ
z軸上及び y軸上の電界分布を表している。このとき誘電率を μr=2.13 としている。
z<0 の方向から入射した波は誘電体球表面で反射する波と侵入する波に分離される。反射
された波は、入射波と重なることで導体球のときと同じように干渉する。侵入した波はス
ネルの法則に従い、屈折する。そして屈折した波は誘電体球を出た直後、一点に集まり、
電界強度が強くなる。その後は、導体球のときと同様、入射波の振幅値へと元に戻る。
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図 3.6: y-z 平面における電界分布
図 3.7: z軸上の電界分布 図 3.8: y軸上の電界分布
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3.5.4項 遠方界 ---誘電体球---
図 3.9、図 3.10 は散乱パターンを表した結果である。図 3.9 は E 面、図 3.10 は H 面を表
している。波の進行方向は図に向かって右である。図 3.9、図 3.10 は両者とも入射波の進
行方向にメインローブを持っている。導体球の散乱と比べサイドローブが強くなり、かつ
二本目のサイドローブまで出現している。バックローブの形も大きく変化しており、斜め
後方にはあまり散乱していないが、真後ろに強く指向性を持っている。
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第4章 ダイアディックグリーン関数
　本章では本手法の核となる必要不可欠な電磁界表現式であるイアディックグリーン関数
[11]である。その中でも特に必要とされるものについて導出や説明を行う。
第一節ではダイアディックグリーン関数の性質や外形など基本的なことについて触れ、
第二節では球座標系における電磁界表現の導出を行う。
　本章の目的はダイアディックグリーン関数を応用して扱えるよう、理解することである。
4.1節 ダイアディックグリーン関数について
　本節ではダイアディックグリーン関数について述べる。簡単に要点のみ記載するので、
詳細は C.T.Tai[11] を拝読することを薦める。
　まず、ダイアディック形式を得た Maxwell 方程式は次式のように表わされる。
∇×Ē =i ωμ0H̄  (4.1)
∇×H̄ =J̄ −i ωϵ0Ē  (4.2)
∇⋅J̄ =i ωρ  (4.3)
∇⋅(ϵ0Ē )=ρ  (4.4)
∇⋅(μ0H̄ )=0  (4.5)
Ē =∑
j
E j x̂ j=∑
i
∑
j
E ij x̂ i x̂ j  (4.6)
H̄ =∑
j
H j x̂ j=∑
i
∑
j
H ij x̂ i x̂ j  (4.7)
J̄ =∑
j
J j x̂ j=∑
i
∑
j
J ij x̂ i x̂ j  (4.8)
ρ=∑
j
ρ j x̂ j  (4.9)
ここで出てきた記号の意味は 2.1 節で使用した意味と等しい。今回の問題は 3 次元空間を
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取り扱うので、単位ベクトルの添字は j=1,2,3 を意味する。
J j =c j δ(R−R 0) x̂ j , j=(1,2,3)  (4.10)
ここで c j はダイポール電流モーメントを意味し、次のように定義される。
∭J j dv=c j x̂ j  (4.11)
また電流モーメントを次にように正規化する。
i ωμ0c j =1  (4.12)
このとき
i ωμ0J j =i ωμ0c j δ(R−R 0) x̂ j=δ(R−R 0) x̂ j  (4.13)
することができ、この条件下ではダイアディック表現された関数は次のようにすることが
できる。
Ē=Ḡ e  (4.14)
j ωμ0H̄ =Ḡ m  (4.15)
j ωμ0 J̄ = Ī δ(R−R 0)  (4.16)
ρ= 1j ω ∇δ(R−R 0)=−
ϵ0
k 2
∇δ(R−R 0)  (4.17)
ρ は次のダイアディック関数の性質を経ることで導ける。 f はスカラ関数である。
∇⋅F̄ =∇⋅( f Ī )=∑
i
∇⋅(f x̂ i ) x̂ i=∑
i
∂ f
∂x i
=∇ f  (4.18)
∇×F̄ =∇×(f Ī )=∑
i
∇×(f x̂ i )x̂ i=∑
i
(∇ f ×x̂ i )x̂ i=∇ f ×Ī  (4.19)
これらを用いることで、式(4.1)、式(4.2)、式(4.4)、式(4.5)は次のような形に変形できる。
∇×Ḡ e=Ḡ m  (4.20)
∇×Ḡ m=Ī δ(R−R ' )+k
2Ḡ e  (4.21)
∇⋅Ḡ e=−
1
k 2
∇δ (R−R ' )  (4.22)
∇⋅Ḡ m=0  (4.23)
式中の Ḡ e ,Ḡ m をそれぞれ電気系ダイアディックグリーン関数、磁気系のダイアディッ
クグリーン関数と呼ぶ。この両者の関数は次のような形を持つ。
Ḡ e=∑
j
G ej x̂ j  (4.24)
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Ḡ m=∑
j
G mj x̂ j  (4.25)
この二つの関数 Ḡ ej ,Ḡ mj は電気的及び磁気的なベクトルグリーン関数を意味し、物理
的には x j 方向にエレメントを持つ微小ダイポールによる電界及び磁界を表わす。
またダイアディックグリーン関数には観測点 R と波源 R 0 1を表わす意味を持ち、次
にように表現する。
Ḡ e=Ḡ e (R ,R 0)  (4.26)
Ḡ m=Ḡ m (R , R 0)  (4.27)
自由空間では式(4.20)、式(4.21)は次のような方程式とすることができる。
∇×∇×Ḡ e−k
2Ḡ e=Ī δ(R−R 0 )  (4.28)
∇×∇×Ḡ m−k
2Ḡ m=∇×[Ī δ(R−R 0 )]  (4.29)
ここで、ベクトルポテンシャル A とスカラポテンシャル ϕ はスカラグリーン関数を
用いて次式で表される。
A (R )=μ0∭J (R 0)G 0 (R , R 0)d V 0  (4.30)
ϕ (R )= 1
ϵ0
∭ρ(R 0)G 0 (R , R 0)d V 0  (4.31)
また、スカラグリーン関数は次式で与えれれる。
G 0(G ,G 0)= e
j k ∣R−R 0∣
4 π∣R −R 0∣  
(4.32)
∣R −R 0∣=[(x−x 0)2+( y−y 0)2+(z−z 0)2]
1
2  (4.33)
加えて、2.1 節でも書いたように、ベクトルポテンシャル A とスカラポテンシャル ϕ
から、電界 E と磁界 H は次式で表わすことができる。
E=− j ω{A+ 1k0
∇(∇⋅A)}  (4.34)
H = 1μ0 ∇×A  (4.35)
さて、ダイアディックグリーン関数は次式で定義されている。
1 C.T.Tai[11]では波源の位置を R ' で表現しているが、筆者の論文では R 0 と明記する。
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Ḡ e0 (R ,R 0)=∑
i
G e0i (R ,R 0)x̂ i
=∑
i (1+ 1k2 ∇∇⋅)G 0 (R , R 0) x̂ i x̂ i
 (4.36)
ここで、
∑
i
x̂ i x̂ i=Ī  (4.37)
とし( Ī はダイアド)、また
∇⋅[G 0 (R , R 0) Ī ]=∇G 0 (R ,R 0)  (4.38)
となるので、式(4.36)は次式となる。
Ḡ e0 (R , R 0)=∑
i (Ī + 1k 2 ∇ ∇⋅)G 0(R ,R 0)  (4.39)
また式(4.20)の関係を用いることで、磁気系のダイアディックグリーン関数も次式で与え
られる。
Ḡ m0 (R ,R 0)=∇×[Ī G 0(R ,R 0 )]
=[∇G 0(R ,R 0 )]× Ī  
(4.40)
従って、電気系ダイアディックグリーン関数 Ḡ e0 (R , R 0) と Ḡ m0 (R ,R 0) 磁気系のダ
イアディックグリーン関数はスカラグリーン関数を用いることで表現することができる。
4.2節 球座標系展開
　前節で電気系ダイアディックグリーン関数と磁気系のダイアディックグリーン関数につ
いて簡単に述べた。ダイアディックグリーン関数はデカルト座標や円筒座標など、様々な
座標系に対応する。本節では球座標系におけるダイアディックグリーン関数を用いた電磁
界表現を導く。
　まず、自由空間におけるダイアディックグリーン関数は球座標系において
Ohm-Rayleigh method を用いて、次の固有関数展開で表現される。
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∇×[ Ī δ(R−R 0)]=∫
0
∞
d κ[N eo mn(κ)A eo mn (κ)+M eo mn (κ)B eo mn (κ)]  (4.41)
ここで、式中の κ は連続的な固有関数である。式中の未定展開係数 Aeo mn
(κ ) ,B e
o
mn
(κ )
を求めることで、磁気系のダイアディックグリーン関数を表現することができる。
　まず、
Ae
o
mn
(κ )
から求めていく。式(4.41)の両辺に N e
o
m ' n '
' (κ ' )
との内積をとり、全
空間で積分する。このとき、以下の式が得られる。
∫V N e
o
m ' n '
' (κ)⋅∇×[ Ī δ(R−R 0)]
=∫V ∫
0
∞
d κN e
o
m ' n '
' (κ ' )⋅[N eo mn(κ)Aeo mn(κ)+M eo mn(κ)B eo mn(κ)]
 (4.42)
式(4.42)の右辺は APPENDIX  A から次のように求まる。
∫V∫
0
∞
d κN e
o
m ' n '
' (κ ' )⋅[N eo mn(κ)A eo mn (κ)+M eo mn(κ)B eo mn(κ)]
=∫
0
∞
d κ∑
m , n
(1+δ0)π
2n (n+1)(n+m )!
κ2(2n+1)(n−m ) !
δ(κ−κ ' )Ae
o
mn
(κ)
=∑
m , n
(1+δ0)π
2n (n+1)(n+m )!
κ2(2n+1)(n−m ) !
A e
o
mn
(κ)
 (4.43)
一方で左辺は次式のように展開していく。
∫V N e
o
m ' n '
' (κ ' )⋅∇×Ī δ(R−R 0)dV
=∫V ∇×N e
o
m ' n '
' (κ ' )⋅Ī δ (R−R 0)dV −∫V ∇⋅{N eo m ' n '
' (κ ' )×Ī δ(R−R 0)}dV
=∇×N e
o
m ' n '
' (κ ' )−∫V ∇⋅{N eo m ' n '
' (κ ' )× Ī δ(R−R 0)}dV
 (4.44)
ここで、
N e
o
m ' n '
' (κ ' )
は波源の位置を示す
N e
o
m ' n '
(κR 0) を意味している。また、第二
項をガウスの定理を用いると式(4.44)は次式のように展開できる。
∫V N e
o
m ' n '
' (κ ' )⋅∇×Ī δ(R−R 0)dV
=∇×N e
o
m ' n '
(κR 0)−∫S n⋅{N eo m ' n '
' (κ ' )×Ī δ(R−R 0)}dS  (4.45)
式(4.45)の第二項の面積分は電流源が曲面上にないので、値は 0 となる。従って、
∫V N e
o
m ' n '
' (κ ' )⋅∇×Ī δ(R−R 0)dV
=∇×N e
o
m ' n '
(κ ' R 0)=κ ' M e
o
m ' n '
(κR 0)
 (4.46)
となる。加えて、位数・次数・固有値が m=m' , n=n ' ,κ=κ ' のときのみ値を持つので、
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未定展開係数
Ae
o
m ' n '
(κ)
は次式となる。
Ae
o
m ' n '
(κ)=
κ3(2n+1)(n−m )!
(1+δ0)π
2n (n+1)(n+m )!
Ae
o
mn
(κ)  (4.47)
同様に、 式(4.41)の両辺に M e
o
m ' n '
' (κ ' )
との内積をとり、全空間で積分すると、未定展
開係数
B e
o
mn
(κ )
は次式となる。
B e
o
m ' n '
(κ)=
κ3 (2n+1)(n−m )!
(1+δ0)π
2n (n+1)(n+m ) !
N e
o
m ' n '
(κR 0)  (4.48)
ここで、
C mn=(2−δ0)
2n+1
n (n+1)
(n−m )!
(n+m )! δ0={1 (m=0)0 (m≠0)  (4.49)
とすると、未定展開係数
Ae
o
mn
(κ ) ,B e
o
mn
(κ )
は次式にまとめることができる。
Ae
o
mn
(κ)=
C mn
2π2
κ3 M e
o
mn
(κR 0)  (4.50)
B e
o
mn
(κ)=
C mn
2π2
κ3N e
o
mn
(κR 0)  (4.51)
これらにより、式(4.41)は次のようになる。
∇×[ Ī δ(R−R 0)]= 12π2∫0
∞
d κ∑
m ,n
C mn κ
3
[N eo mn (κR )M eo mn(κR 0)+M eo mn(κR )N eo mn(κR 0)]
 (4.52)
また式(4.40)から磁気系のダイアディックグリーン関数もまた、次にような表現で表記で
きることが予想される。
Ḡ m0 (R , R 0)=
1
2π2∫0
∞
d κ∑
m , n
C mn κ
3
[a (κ)N eo mn(κR )M eo mn(κR 0)+b (κ)M eo mn(κR )N eo mn(κR 0)]
 (4.53)
a (κ) ,b (κ) は未定係数である。これを式(4.29)に代入し参照すると、未定係数
a (κ) ,b (κ) 次式に定まる。
a (κ)=b (κ)= 1
κ2−k 2  (4.54)
よって、式(4.53)は次式となる。
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Ḡ m0 (R , R 0)=
1
2π2∫0
∞
d κ∑
m , n
C mnκ
3
κ2−k 2
[N eo mn(κR )M eo mn(κR 0)+M eo mn(κR )N eo mn (κR 0)]
 (4.55)
このとき、
N e
o
mn
(κR )M e
o
mn
(κR 0) のようなダイアディックは次の演算子で表現するこ
とができる。
N e
o
mn
(κR )M e
o
mn
(κR 0)=T κ [ j n(κ r ) j n (κ r 0)]  (4.56)
C.T.Tai によると、次式の関係が成り立つ。
∫
0
∞
κ3
κ2−k 2
T κ [ j n(κ r ) j n (κ r 0)]d κ= j π k
2
2 {N eo mn
(4) (k R )M e
o
mn
(1) (k R 0) (r 0<r )
N e
o
mn
(1) (k R )M e
o
mn
(4) (k R 0) (r <r 0)
 (4.57)
従って、磁気系のダイアディックグリーン関数は次式で表すことができる。
Ḡ m0 (R ,R )=
j k 2
4 π ∑m ,n
C mn
{N eo mn
(4) (k R )M e
o
mn
(1) (k R 0)+M e
o
mn
(4) (k R )N e
o
mn
(1) (k R 0) (r 0<r )
N e
o
mn
(1) (k R )M e
o
mn
(4) (k R 0)+M e
o
mn
(1) (k R )N e
o
mn
(4) (k R 0) (r <r 0)
 (4.58)
また、磁気系のダイアディックグリーン関数を用いることで電気系ダイアディックグリー
ン関数は次式によって表される。
Ḡ e0 (R ,R )=
j k
4π ∑m , n
C mn
{M eo mn
(4) (k R )M e
o
mn
(1) (k R 0)+N e
o
mn
(4) (k R )N e
o
mn
(1) (k R 0) (r 0<r )
M e
o
mn
(1) (k R )M e
o
mn
(4) (k R 0)+N e
o
mn
(1) (k R )N e
o
mn
(4) (k R 0) (r <r 0)
 (4.59)
この式(4.58)、式(4.59)が球座標系における電気系ダイアディックグリーン関数及び磁気
系のダイアディックグリーン関数である。これら式を用いることで、空間中の電磁界を表
現することができる。
　本手法では波源位置推定のために、この式を応用して用いる。次章ではダイアディック
グリーン関数を用いた電界表現を行う。
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第5章 微小ダイポール解の導出と散乱解析
　本章では先程導出したダイアディックグリーン関数を用いて微小ダイポールの解析解表
現をし、導体球及び誘電体の散乱解析を行う。
　スカラグリーン関数をダイアディック表現で微小ダイポールアンテナの解析解を導出す
る。その際、z軸偏波を持った微小ダイポールアンテナを例に、散乱波及び透過波の解析
解を求め、電界分布を表現する。
5.1節 電磁界表現式
　まず、自由空間におけるスカラグリーン関数を考える。点波源が原点から球座標系で
r 0 の位置に存在するとする。このとき動的波動スカラ方程式は
∇2G 0(r ,r 0)+k
2G 0(r ,r 0)=−δ(r−r 0)  (5.1)
と表わすことができ、その解であるスカラグリーン関数は次式で与えられる。
G 0(r ,r 0)=
e− j k∣r−r 0∣
4π∣r−r 0∣
 (5.2)
この式は第二種球ハンケル関数を用いて次にように表わすことが出来る。
G 0(r ,r 0)=
jk
4π hn
(2)(k r ' ) r ' =∣r−r 0∣  (5.3)
第二種球ハンケル関数は外向きの波動を持つ関数である。この関数に加法定理を適用させ
ることで、式(5.3)は
G 0(r , r 0)=
jk
4π∑m ,n
D mn P nm(cosθ)P nm (cosθ0)cosm (φ−φ0)⋅{hn(2 )(kr ) j n(kr 0) (r >r 0)j n (kr )hn(2)(kr 0) (r >r 0)  (5.4)
となる。
　次に電気系ダイアディックグリーン関数を考える。ダイアディックグリーン関数は次式
で定義される。
Ḡ e0 (r , r 0)=Ḡ e0
(x )(r ,r 0)⋅x̂ +Ḡ e0
( y )(r ,r 0)⋅ŷ +Ḡ e0
(z )(r , r 0)⋅ẑ  (5.5)
この Ḡ e0
(c )(r , r 0)⋅ĉ (c=x , y ,z )  は軸成分方向のグリーン関数であり、添字 c は軸成
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分の単位ベクトルを表し、ダイポールモーメントと呼ぶ。この関数は次のように表現され
る。
Ḡ e0
(c )(r , r 0)⋅ĉ=(1+ 1k 2 ∇∇⋅)G 0(r ,r 0)⋅ĉ  (5.6)
ここで r≠r 0 のとき、次にようになる。
Ḡ e0
(c )(r , r 0)⋅ĉ=
1
k 2
∇×∇×[G 0(r ,r 0)⋅ĉ ]  (5.7)
ここでは c=z とし、z軸偏波を持った微小ダイポールアンテナを例として放射電磁界
表現式を導いていく。
　式(5.7)を球ベクトル波動関数を用いて次にように展開できる。
Ḡ e0
(z )=− jk
4π∑n ,m {A emn(4) N emn(1,z )+A omn(4) N omn(1,z ) (r <r 0)A emn(1) N emn(4,z )+A omn(1) N omn(4,z ) (r 0<r )  (5.8)
N e
o
mn
(c )
は APPENDIX  B から得られる球ベクトル波動関数の c軸成分である。 Aeo mn
は下式で表される。
Ae
o
mn
=D mn P n
m(cosθ0)cossin
m φ0{hn(2)(kr 0) (r <r 0)j n(kr 0) (r 0≤r )  (5.9)
D mn=(2−δ0)(2n+1)
(n−m ) !
(n+m ) ! {δ0=1 (n=0)δ0=2 (n≠0)  (5.10)
　これより、電気系ダイアディックグリーン関数を用いて微小ダイポールアンテナの解析
解を表現することができた。また、微小ダイポールアンテナの電界表現式は
E (c )= j ωμ0∭Ḡ e0(c )dV = j ωμ0 ̄̄G e0(c )  (5.11)
となる。これより、式(5.11)が微小ダイポール電界表現式となる。ここで、式(5.11)が微小
ダイポール電界表現式であるが、式表現として核となる部分はダイアディックグリーン関
数 G e0 である。そのため、次節以降、ダイアディックグリーン関数を電界として扱う。
　また、磁界は磁気系のダイアディックグリーン関数を用いることで得ることができる。
磁気系のダイアディックグリーン関数も電気系ダイアディックグリーン関数と同様に得る
ことができ、その式は
Ḡ m0
(c ) = k
4 πZ ∑n, m
Aemn M emn
(c ) +Aomn M omn
(c )
 (5.12)
である(Z：波動インピーダンス)。よって、磁界は次式で表わすことが出来る。
H (c )=ωμ0
k
̄Ḡ m0
(c )
 (5.13)
式(5.11)、式(5.13)を用いることで、各偏波を持った電界及び磁界を表現することができ
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る。当然、x軸偏波を持った微小ダイポールアンテナや y軸偏波を持った微小ダイポール
アンテナなど同様にして導くことができる。
5.2節 完全導体球による散乱電界
　導体球による散乱電界 E s は次式で表わすことができる。
E s=− j k
4π ∑m ,n {b n A emn
(4) M emn
(4,z )+b n Aomn
(4) M omn
(4,z )}  (5.14)
式中の b n 境界条件で求まる散乱係数である。以下の境界条件から求まる。
E θr+E θs=0 |r=a  (5.15)
E φr+E φs=0 |r=a  (5.16)
これより散乱係数は次式に求まる。
b n=−
∂
∂ r (r j n (k r ))
∂
∂ r (r hn
(2)(kr ))∣
r=a
 (5.17)
これより、合成電界は次式となる。
E =− jk4 π∑n ,m {Aemn(4) [N emn(1,z )+b n N emn(4,z )]+A omn(4) [N omn(1,z )+b n N omn(1,z )] (r <r 0)[Aemn(1) +b n Aemn(1) ]N emn(4,z )+[A omn(1) +b n Aomn(1) ]N omn(4,z ) (r 0<r )  (5.18)
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5.3節 誘電体球による散乱電界と透過電界
　導体球による散乱と同様に考えることができる。誘電体球による散乱電界 E s と透過
電界 E t は次式で与えられる。
E s=− j k
4π ∑m ,n {b n
s A emn
(4) (k R 0)M emn
(4,z )(k R )+b n
s A omn
(4) (k R 0)M omn
(4,z )(k R )}  (5.19)
E t=− j k4 π ∑m , n {b n
s Aemn
(4) (k R 0)M emn
(1,z )(k 1R )+b n
s Aomn
(4) (k R 0)M omn
(1,z )(k1 R )}  (5.20)
式中の b n
s ,b n
t
境界条件で求まる散乱係数及び透過係数である。以下の境界条件から求ま
る。
E θr+E θs=0 |r=a  (5.21)
E φr+E φs=E φt |r=a  (5.22)
H θr+H θs=0 |r=a  (5.23)
H φr+H φs=H φt |r=a  (5.24)
これより、散乱係数及び透過係数は次式に求まる。
b n
s=
1
√ϵr
j n (k 1r ) ∂∂ r (r j n (k r ))−√ϵr j n(k r )
∂
∂ r (r j n (k 1r ))
√ϵr hn(2)(k r ) ∂∂ r (r j n (k 1 r ))−
1
√ϵr
j n(k1 r ) ∂∂ r (r hn
(2)(k r ))∣
r=a
 (5.25)
b n
t =
1
k r
∂
∂ r (r j n (k r ))+
1
k r
∂
∂ r (r hn
(2)(k r ))
1
k 1r
∂
∂ r (r j n (k 1r )) ∣r=a  (5.26)
従って、合成電界は次式となる。
E =− jk4π ∑n ,m
{b n
t Aemn(4) (k R 0 )N emn(1, z )(k 1 R )+b nt Aomn(4) (k R 0 )N omn(1, z )(k 1 R ) (r<a )
A emn(4) (k R 0)[N emn(1,z )(k R )+b ns N emn(4, z )(k R )]+Aomn(4) (k R0) [N omn(1, z )(k R )+b ns N omn(1, z )(k R )] (a≤r<r 0)
[A emn(1) (k R 0)+b ns Aemn(1) (k R 0)]N emn(4, z )(k R )+[Aomn(1) (k R 0)+b ns A omn(1) (k R 0)]N omn(4,z )(k R ) (r 0≤r )
 (5.27)
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5.4節 数値計算結果 ---導体球---
5.4.1項 仕様
　数値計算は次の仕様を満たす。
5.4.2項 数値計算結果
　図 5.2 が数値計算した結果であり、z-y 平面上の電界分布を表現している。図 5.4、
図 5.3 は z軸偏波を持った微小ダイポールアンテナを配置した点で、それぞれ y軸と z軸
に平行に切ったときの電界分布を表している。図 5.3 では波源の位置からリップルを持ち
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図 5.2: z-y 平面の電界分布
図 5.1: 波源の位置と向き
図 5.5: 波源の位置と向き
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ながら減衰しているのに対し、図 5.2 では多少わかりにくいが、波源を置いた位置から、
z軸に平行な線上の電界分布(図 5.4)では急激に電界が落ち込んでいることが確認できる。
このことは z軸偏波を持った微小ダイポールアンテナの特徴である。
　また図 5.2 に左上や左下では、影が確認できる。左上は放射波と散乱波との干渉により
生じた影で、左下は散乱波の後方で電磁波の回り込みがない部分で影となっている。
5.5節 数値計算結果 ---誘電体球---
5.5.1項 仕様
　数値計算は次の仕様を満たす。
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図 5.3: z=1.73 における電界分布 図 5.4: y=1.0 における電界分布
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5.5.2項 数値計算結果
　図 5.6 が数値計算した結果であり、z-y 平面上の電界分布を表現している。図 5.7、
図 5.8 は z軸偏波を持った微小ダイポールアンテナを配置した点で、それぞれ y軸と z軸
に平行に切ったときの電界分布を表している。導体球のときと同様、図 5.7 では波源の位
置からリップルを持ちながら減衰しているのに対し、図 5.6 では多少わかりにくいが、波
源を置いた位置から、z軸に平行な線上の電界分布(図 5.8)では急激に電界が落ち込んでい
ることが確認できる。このことは z軸偏波を持った微小ダイポールアンテナの特徴である。
　誘電体球の表面により電磁波は散乱波と透過波に分離される。散乱波は導体球のときと
程度の違いはあるが、似た働きをしている。透過波は誘電体球に侵入する直前と出ていく
直前で電界強度が強くなっている。平面波のときと同様に電界は一点に集まり、レンズ効
果を生んでいる。
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図 5.6: z-y 平面の電界分布
図 5.8: y=1.0 における電界分布図 5.7: z=1.73 における電界分布
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第6章 本手法の理論展開
　本章では、序論で挙げた波源位置推定法について述べていく。まず概要で本手法の流れ
を説明する。次節で本手法の核となる理論式について解説する。また本手法では未定展開
係数を求める必要があるが、これについては次章で説明を行う。
　本手法では導体球近傍の電界分布を表現することにより波源の位置推定を行う。電界分
布表現には第 4 章 で導出したダイアディックグリーン関数を応用して用いる。このダイ
アディックグリーン関数は式中で波源の位置を示す情報を含む関数を未定展開係数として
いる。式中の未定展開係数を求め、式に適用することで導体球近傍の電界分布を表現し、
その最大値から波源の位置を推定する。以上が本手法の概要となる。
6.1節 電磁界表現式
　本手法の問題構成について説明する。球座標系 (r ,θ ,φ) において、真空の自由空間で
原点の位置に半径 a の導体球を配置する。このとき、原点から波源までの距離 r 0 を
既知とする。放射波源と導体球の周辺の電界 E t は波源からの一次放射電界 E r と導
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図 6.1: 問題構成図
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体球による散乱電界 E s に分解できる。すなわち、
E t=E r+E s  (6.1)
が成り立つ。このとき、一次放射電界はダイアディックグリーン関数を応用することで次
にように表わすことができる。
E r (R )=∑
n=1
∞
∑
m=0
n
{{M emn
(1) (R )M̂ emn
(4) (R 0)+M omn
(1) (R )M̂ omn
(4) (R 0)
+N emn
(1) (R )N̂ emn
(4) (R 0)+N omn
(1) (R )N̂ omn
(4) (R 0)
(r <r 0)
{M emn(4) (R )M̂ emn(1) (R 0)+M omn(4) (R )M̂ omn(1) (R 0)+N emn(4) (R )N̂ emn(1) (R 0)+N omn(4) (R )N̂ omn(1) (R 0) (r 0<r )
 (6.2)
同様に放射磁界式もダイアディックグリーン関数を応用することで次にように表現できる。
H r (R )= jZ ∑n=1
∞
∑
m=0
n
{{ N emn
(1) (R )M̂ emn
(4) (R 0)+N omn
(1) (R )M̂ omn
(4) (R 0)
+M emn
(1) (R )N̂ emn
(4) (R 0)+M omn
(1) (R )N̂ omn
(4) (R 0)
(r <r 0)
{ N emn(4) (R )M̂ emn(1) (R 0)+N omn(4) (R )M̂ omn(1) (R 0)+M emn(4) (R )N̂ emn(1) (R 0)+M omn(4) (R )N̂ omn(1) (R 0) (r 0<r )
 (6.3)
式(6.2)、式(6.3)中の R ,R 0 はそれぞれ観測点とソース点を表わす。式(6.3)は式中に 
even , odd の両方を含んでいる。球ベクトル波動関数では、even で表される関数と odd 
で表される関数を線形結合することにより、放射電磁界式の完全性を満足させることがで
きる。またソース点を示す変数を引数に持つ関数
M̂ e
o
mn
(c ) ,N̂ e
o
mn
(c )
は以下のように定義する。
M̂ emn
(c ) =z n (k r 0)αmn(θ0,φ0)  (6.4)
M̂ omn
(c ) =z n (k r 0)βmn(θ0,φ0)  (6.5)
N̂ emn
(c ) = 1k r 0
∂
∂r 0
{r 0z n (k r 0)}γmn(θ0,φ0)  (6.6)
N̂ omn
(c ) = 1k r 0
∂
∂ r 0
{r 0z n (k r 0)}δmn(θ0,φ0)  (6.7)
これらには未知波源の位置情報 θ0 ,φ0 に関わる未定展開係数 αmn～ δmn が含まれてい
る。本手法では、未定展開係数 αmn～ δmn を求めることにより近傍界を表現し、波源の
位置を推定する。
　続いて、散乱電界と合成電界について述べる。導体球による散乱電界 E s 及び散乱磁
界 H s は次式で定義される。
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E s=∑
n=1
∞
∑
m=0
n
[S na M emn(4) (R )M emn(4) (R 0)+S na M omn(4) (R )M omn(4) (R 0)+S nb N emn(4) (R )N emn(4) (R 0)+S nb N omn(4) (R )N omn(4) (R 0)  (6.8)
H s= j
Z ∑n=1
∞
∑
m=0
n
[ S na N emn(4) (R )M emn(4) (R 0)+S na N omn(4) (R )M omn(4) (R 0)+S nb M emn(4) (R )N emn(4) (R 0)+S nb M omn(4) (R )N omn(4) (R 0)  (6.9)
この式中の S n
a ,S n
b
は散乱係数であり、導体球表面における以下に境界条件式から求ま
る係数である。
E θr (R )+E θs(R )=0∣r=a  (6.10)
E φr (R )+E φs(R )=0∣r=a  (6.11)
式(6.10)、式(6.11)に境界条件を適用することにより、散乱係数 S n
a ,S n
b
は次式に求まる。
S na=−
j n (k r )
hn(2)(kr )∣r=a  (6.12)
S nb=−
∂
∂r (r j n(k r ))
∂
∂r (r hn
(2)(kr ))∣
r=a
 (6.13)
従って、合成電界及び合成磁界は次式となる。
E t (R )=∑
n=1
∞
∑
m=0
n
{ {[M emn
(1) (R )+S na M emn(4) (R )] M̂ emn(4 ) (R 0)+[M omn(1 ) (R )+S na M omn(4) (R )]M̂ omn(4) (R 0)
+[N emn(1) (R )+S nb N emn(4 ) (R )]N̂ emn(4 ) (R 0)+[N omn(1) (R )+S nb N omn(4 ) (R )] N̂ omn(4) (R 0)
(r <r 0)
{M emn(4 ) (R )[M̂ emn(1) (R 0)+S na M̂ emn(4) (R 0)]+M omn(4) (R )[M̂ omn(1) (R 0)+S na M̂ omn(4 ) (R 0)]+N emn(4) (R )[N̂ emn(1) (R 0)+S nb N̂ emn(4) (R 0)]+N omn(4) (R )[N̂ omn(1) (R 0)+S nb N̂ omn(4) (R 0)] (r 0<r )  
(6.14)
H t (R )= jZ ∑n=1
∞
∑
m=0
n
{{ [N emn
(1) (R )+S na N emn(4) (R )]M̂ emn(4) (R 0)+[N omn(1) (R )+S na N omn(4) (R )] M̂ omn(4 ) (R 0)
+[M emn(1) (R )+S nb M emn(4) (R )]N̂ emn(4) (R 0)+[M omn(1) (R )+S nb M omn(4 ) (R )]N̂ omn(4 ) (R 0)
(r <r 0)
{N emn(4) (R )[ M̂ emn(1) (R 0)+S na M̂ emn(4) (R 0)]+N omn(4 ) (R )[M̂ omn(1) (R 0)+S na M̂ omn(4) (R 0)]+M emn(4 ) (R )[N̂ emn(1 ) (R 0)+S nb N̂ emn(4) (R 0)]+M omn(4 ) (R )[N̂ omn(1) (R 0)+S nb N̂ omn(4) (R 0)] (r 0<r )  
(6.15)
　未定展開係数を求めることで、導体球近傍の電界分布を表現することができる。表現し
た電界分布及び電界強度の最大値から波源の位置を推定する。次章で未定展開係数の決定
法について説明を行う。
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第7章 点整合法の適用
　第 6 章 で、式中の未定展開係数を解くことで導体球近傍の電磁界を表現し、波源の位
置推定を行うと説明した。本章では未定展開係数の決定方法について説明していく。未定
展開係数の決定には点整合法を用いる。ここでは点整合法[12]を使用する際の詳細につい
て述べていく。
7.1節 有限近似式と標本点数の総数
　本手法は標本点(電磁界計測点)上で計測した電磁界と前章で示した放射電磁界式を関連
付けることで、未定展開係数を決定する。そのためには式(6.14)、式(6.15)の無限級数式
を有限級数式に近似する必要がある。有限級数式に近似するにあたり、無限級数式はそれ
ぞれ次数は N で打ち切り、位数は M で打ち切る。これにより、式(6.14)、式(6.15)は次式
に直される。
E Approx(R )=∑
n=1
N
∑
m=0
M
{ {[M emn
(1 ) (R )+S na M emn(4) (R )]M̂ emn(4) (R 0)+[M omn(1) (R )+S na M omn(4 ) (R )] M̂ omn(4) (R 0)
+[N emn(1) (R )+S nb N emn(4) (R )]N̂ emn(4) (R 0)+[N omn(1) (R )+S nb N omn(4) (R )]N̂ omn(4 ) (R 0)
(r <r 0)
{M emn(4) (R )[M̂ emn(1) (R 0)+S na M̂ emn(4) (R 0)]+M omn(4 ) (R )[M̂ omn(1) (R 0)+S na M̂ omn(4) (R 0)]+N emn(4 ) (R )[N̂ emn(1 ) (R 0)+S nb N̂ emn(4) (R 0)]+N omn(4 ) (R )[N̂ omn(1) (R 0)+S nb N̂ omn(4) (R 0)] (r 0<r )  
(7.1)
H t (R )= jZ ∑n=1
N
∑
m=0
M
{{ [N emn
(1) (R )+S na N emn(4) (R )]M̂ emn(4) (R 0)+[N omn(1) (R )+S na N omn(4) (R )] M̂ omn(4 ) (R 0)
+[M emn(1) (R )+S nb M emn(4) (R )]N̂ emn(4) (R 0)+[M omn(1) (R )+S nb M omn(4 ) (R )]N̂ omn(4 ) (R 0)
(r <r 0)
{N emn(4) (R )[ M̂ emn(1) (R 0)+S na M̂ emn(4) (R 0)]+N omn(4 ) (R )[M̂ omn(1) (R 0)+S na M̂ omn(4) (R 0)]+M emn(4 ) (R )[N̂ emn(1 ) (R 0)+S nb N̂ emn(4) (R 0)]+M omn(4 ) (R )[N̂ omn(1) (R 0)+S nb N̂ omn(4) (R 0)] (r 0<r )  
(7.2)
また点整合法を用いるにあたり、標本点の総数 N max は未定展開係数の総数と等しくす
る必要がある。次に標本点総数について述べていく。
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　未定展開係数の総数は有限級数式に含まれる打ち切り次数 N と打ち切り位数 M に依存
する。加えて、球ベクトル波動関数及びそれに含まれる関数の特性を考慮しなければなら
ない。
　まず、球ベクトル波動関数には定義域が存在する。球ベクトル波動関数は even と odd 
のモードに分けることができるが、even では位数 m の定義域は 0≤m≤M となる。一
方で、odd の定義域は 1≤m≤M となる。これは odd では m=0 において、球ベクト
ル波動関数が値を持たないからである。また、次数 n の定義域は 1≤n≤N である。加
えて、電界と磁界の両方を必要とすることを考えると、未定展開係数の総数は
2(2M+1)N となる。
　ただし、式(7.1)、式(7.2)に含まれるルジャンドル陪関数には
P n
m (cosθ)=0 (m>n)  (7.3)
という性質があるため、 m>n の範囲の未定展開係数はすべて意味を持たない。すなわ
ち、次数 n の下限は以下のように与えられる。
l={1 (m=0)m (m≠0)  (7.4)
m , n の組み合わせのうち、 m>n となる組み合わせは M (M −1)/2 だけ存在し、
一つの m ,n の組み合わせに対して未定展開係数は四つ存在するので、ゼロとなる未定
展開係数の総数は 2M(M −1) となる。以上を考慮すると、未定展開係数の総数 N max
は以下となる。
N max=2(2M+1)N −2M (M −1)  (7.5)
この標本点の数だけ電磁界計測を必要とする。
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7.2節 標本点の決定法
　前節で標本点の総数を述べたが、この標本点をどのように設置し、関連付けするのかを
述べていく。
　まず、未定展開係数を求める方法として、空間中の複数の点で電磁界の φ 成分を計測し、
各標本点上で球ベクトル波動関数による展開式と計測値が等しいという条件式、すなわち
E φApprox(R v ,θq , φp)=E φ
Meas. (R v ,θq ,φ p)  (7.6)
H φApprox(R v ,θq ,φp )=H φ
Meas.(R v ,θq ,φ p)  (7.7)
を未定展開係数の総数 N max だけ立て、得られたマトリクス方程式を解くことで求める。
 
図 7.1 に示すように、導体球と位置が未知である波源を囲む、原点を中心とした半径
R v の仮想境界半円 C p を考える。p は仮想境界半円の番号を表し、式(7.5)の第一項
に含まれる 2M+1 に合わせて、 2M+1 本の仮想境界半円を取る。このとき、仮想境
界半円の角度 φp は任意に設けることが可能である。例として、図 7.2 のように取るこ
とが可能である。
　また、各仮想境界半円 C p 上に打ち切り次数 N に対応させて計測点を配置させる必要
があるが、すべての C p に N個の標本点を設けると条件式の数が 2(2M+1)N となり、
N max を超えてしまうため、p の値に応じて C p 上の計測点の数に上限 L を設ける。
以下に L の計算式を示す。
L={N (p ' =1)N −p ' +2 (p ' ≠1)  (7.8)
ただし、 p ' は以下の通りである。
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図 7.1: 仮想境界半円と標本点 図 7.2: 仮想境界半円角度
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p ' = p+1+(p +1)mod 22  (7.9)
仮想境界半円 C p に標本点は等間隔に取るものとし、q番目の標本点と z軸とのなす角
を θq とすると、 θq は次式で与えられる。
θq=
2q
2L+1
π (q=1,⋯, L )  (7.10)
以上のように放射電磁界式と計測値との条件式を連立させることにより、次の
N max×N max のマトリクス X̄ を含んだ連立一次方程式が得られる。
X̄ Y =Z  (7.11)
ここで、 Y は求めるべき未定展開係数を要素に持つ未知ベクトルであり、以下の構成
となる。
Y =[A0⋯AM B 1⋯B M C 0⋯C M D 1⋯D M ]  (7.12)
Am=[αml⋯αmN ]  (7.13)
B m=[βml⋯βmN ]  (7.14)
C m= [γml⋯γmN ]  (7.15)
D m=[δml ⋯δmN ]  (7.16)
また、 Z は標本点上の電磁界を要素に持つ既知ベクトルであり、以下の構成となる。
Z =[F 1⋯F 2M+1 I 1⋯I 2M+1] T  (7.17)
F p=[E φ(R v ,θ1,φp)⋯E φ(R v ,θL ,φp )]  (7.18)
I p=[H φ(R v ,θ1,φ p)⋯H φ(R v ,θL ,φ p)]  (7.19)
また、マトリクス X̄ の具体的構成は以下の通りである。
X̄ =[
U 1
e
⋮
U 2M+1e
U 1h
⋮
U 2M+1
h ] ,U p(e , h )=[V p 1(e , h )⋮V p L(e , h )]  (7.20)
V pq(e , h )=[F pqe0(e , h )⋯F pqeM(e , h ) F pqo1(e , h)⋯F pqoM(e , h) G pqe0(e , h )⋯G pqeM(e , h ) G pqo1(e , h)⋯G pqoM(e , h) ]  (7.21)
F pq (e , o )m(e , h ) =[ f pq (e , o )ml(e , h ) ⋯f pq (e ,o )mN(e , h ) ]  (7.22)
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G pq (e , o )m(e , h ) =[g pq (e , o )ml(e , h ) ⋯g pq (e , o )mN(e , h ) ]  (7.23)
f pq (e , o )mne =[ j n(k r 0)+S na hn(2)(k r 0)]⋅[M (e , o )mn(4) (R v ,θq , φp)]  (7.24)
g pq (e , o)mne =
1
k 0r [ ∂∂r 0 (r j n (k r 0))+S n
a ∂
∂r 0
(r 0hn(2)(k r 0))]⋅[N (e ,o )mn(4) (R v ,θq ,φp )]  (7.25)
f pq (e , o )mn
h = jZ [ j n(k r 0)+S n
b hn
(2)(k r 0)]⋅[N (e , o )mn(4) (R v ,θq ,φ p)]  (7.26)
g pq (e , o)mnh =
j
Z
1
k 0r [ ∂∂r (r j n (k r 0))+S n
a ∂
∂ r 0
(r 0hn(2 )(k r 0))]⋅[M (e , o)mn(4) (R v ,θq ,φp)]  (7.27)
式(7.11)のマトリクスを解くことで、未定展開係数 αmn～ δmn を決定する。決定した
αmn～ δmn を各領域の合成電界式に代入することにより、全空間の近傍電界を求めるこ
とができ、波源の位置を推定することが可能となる。
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第8章 実験方法
　次章、次々章にて本手法の正当性を検証した数値実験結果と実測実験結果について報告
するが、その前に実験手順、共通事項や注意事項などを本章で記載しておく。実験は両者
とも本手法の正当性を検証するために行う。
8.1節 数値実験手順
　数値実験では未知波源による放射電磁界と散乱体による散乱電磁界による合成電磁界の、
標本点上にあたる電磁界を取得し、それを計測電磁界とみなすことで数値実験を可能とす
る。合成電磁界は 5 章で示したものを使用する。
8.2節 実測実験手順
　実測実験で必要となる計測電磁界の測定には図 8.1 に示した計測システムを使用する。
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本手法で必要とする計測値は複素電磁界値であるので、電磁界の計測には複素伝達関数を
計測できる VNA (Vector Network Analyzer :ADVENTEST R3765CG)を用いた。この
VNA の Port 1 に放射波源(Radiation Source)を接続し、Port 2 にプローブ(Probe)を接続
する。そして各計測点上の複素伝達関数 S 21 を計測する。各仮想境界半円上の電界は、
測定対象物で発生する複素電界と S 21 との積で次式で表わすことができる。
E Meas.=Aq e
j θq=S 21 Ad e
j θd
 (8.1)
このとき、 Aq ,θq は q番目の計測点上の電界の振幅と位相であり、 Ad ,θd は基準と
なる振幅と位相とすれば、等価的に S 21 は受信プローブにおける計測電界 E Meas. とみ
なせる。従って、このような計測で標本点上の電磁界を計測することができる。また、計
測磁界についても同様のことが成り立つ。
　続いて実験方法について説明する。図のように受信プローブを標本点上に設置すれば、
その点上における電磁界の振幅と位相を得ることができる。しかし、全計測点数と同等の
数の特性の揃ったプローブと電気長の等しい切替システムを必要とするため、実験システ
ムが大掛かりになる。そこで受信プローブを固定し、測定対象を計測点間隔に相当する中
心角ずつ回転させ、各角度における振幅と位相を計測する。このようにすることで、一つ
のプローブで等価的に測定環境を実現できる。
　本実験では、受信プローブの感度の関係から計測磁界を同じ計測点上の電解から次式の
関係を用いて求めた。
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図 8.1: 計測システム
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H φMeas.= 1Z E θ
Meas.
 (8.2)
計測磁界 H φMeas. は電界の θ 方向成分 E θMeas. を計測し、式(8.2)を適用することで求めた。
従って、本実験は電界のみで行える。
　このような実験装置を用いることで標本点上の電磁界を取得し、本手法を用いることで
波源の位置を推定し、本手法の正当性を検証した。
8.3節 実験をするに前に
・本実験では仮想境界半円の半径を R v=3λ としている。
・使用したアンテナの中心周波数は 2.45GHz である。
・打ち切り次数と打ち切り位数について：
　　未定展開係数の数に関わる打ち切り次数 N と打ち切り位数 M は任意に決めることが
　できる。本論文では位置推定結果で収れんが得られる次数、位数で打ち切っており、
　その値はそれぞれ打ち切り次数を N =25 、打ち切り位数を M =4 としている。
・波源位置推定の表現について：
　　実験で電界分布を求める際に、球ベクトル波動関数
M e
o
mn
,N e
o
mn で球ハンケル関数
　を使用したところ、波源を含んだ広い範囲に渡って発散が生じ、波源位置精度が悪化し
　た。一方で、球ベッセル関数のみを使用した場合には発散は生じず、波源の位置のみで
　強い電界を持つことが確認された。そのため実験では球ハンケル関数の部分はすべて球 
　ベッセル関数に置き換えた。
・位置推定方法：
　　本手法においての波源位置推定方法であるが、近傍電界分布とその電界強度の最大値
　から波源の位置を推定する。
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第9章 数値実験
　本手法を用いて散乱体近傍に存在する波源の位置推定する数値実験を行った。まず数値
実験方法について説明を行い、それによる実験結果を提示する。その後、波源位置推定は
可能であるかどうかなどの考察を行う。
9.1節 実験準備
実験で用いた仕様について以下に記す。
数値実験は三回行い、そのとき配置したアンテナの位置、エレメントの向き、導体球の半
径を上の表の通りである。また視覚的なイメージとして下記にも設置したアンテナの位置
を示す図を載せる。
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図 9.2: Example 1,2 図 9.1: Example 3
図 9.4: z-y 平面の電界分布
図 9.5: z=2.0 における電界分布 図 9.6: z軸上の電界分布
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9.2節 実験結果
9.2.1項 実験 1
　図 9.3 は φ－θ 展開図を表わす。この φ－θ 展開図は本手法の目的が「原点から同距離に
ある球面上のどの位置に波源が存在するのかを推定する」といったことから、波源の位置
推定に適した表現だと判断し、採用した。横軸は球座標系で方位角 φ を表し、縦軸は天頂
角 θ を表している。単位は共に [degree] である。また結果図であるグラデーションマッ
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図 9.3: φ－θ 展開図
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プのグラデーションは電界強度を表し、単位は [V/m] である。本手法では電界強度の値
そのものよりも、電界強度の強弱が重要である。そのため、グラデーションによる電界の
強弱をみてもらいたく、グラフ上では電界強度の単位の表記は省略している。
　この図 9.3 から最も電界強度が強くなっている場所は θ=0 ,φ=一様 であることが分か
る。球座標系において、 θ=0 のときは φ の値に依らずに z>0 となる。そのため推定さ
れた波源は z軸上正の位置に存在すると判断できる。そこで z軸上を含む平面として、z-y
平面上の電界分布を表現する。
　その結果が図 9.4 である。この結果図は横軸がデカルト座標で z軸、縦軸が y軸となる。
座標の単位を波長とする。グラデーションは電界強度を示す。この表現方法は波源の位置
のみを表した φ－θ 展開図では分からない波源の放射の様子を確認するために導入してい
る。図 9.5、図 9.6 も同様の考えであり、加えて図 9.4 よりも波源を含んだ直線上の電界
をみることで詳細を表している。図 9.5 は最も電界強度が強い点で y軸と平行な直線に
沿った電界をみている。本結果では x=0 ,z=2.0 の直線上の電界をみている。図 9.6 は
最も電界強度が強い点で z軸と平行な直線に沿った電界を表現している。本結果では
x=0 , y=0 、つまり z軸上の直線上の電界を表現している。
　図 9.4 の結果から、最も電界強度が強い点を調べると x=0.0 , y=0.0,z=2.0 となっ
た。従って、推定された波源の位置は x=0.0, y=0.0,z=2.0 となる。
　今回波源を設置した位置は x=0.0, y=0.0,z=2.0 である。よって、精度の良い波源
の位置推定が可能だと判断できる。
　また、図 9.5、図 9.6 では電界分布の状態が大きく異なっている。図 9.5 では電界強度
のピークから同心円状に波の広がる様子が確認できるが、図 9.6 では電界強度のピークか
ら急激に電界強度が落ち込んでいる。これは z軸上に平行に置かれたアンテナの指向性が
ヌルになる方向に相当し、推定された波源が z軸に平行に置かれたアンテナの特性を持つ
波源だと推測できる。
　この結果から、本手法では制度の良く波源の位置推定ができ、かつ推定したアンテナの
特性を表現することもできるといえる。
　また、本項以下でも同様に本手法の正当性を検証する実験を行っている。その際も本項
と同様な手順で説明をしていく。そこでの結果の説明で、単位などの本項と共通の言葉が
存在する。そのような言葉に関しては省略して説明する。
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図 9.8: z-y 平面の電界分布
図 9.9: z=1.73 における電界分布 図 9.10: y=1.0 における電界分布
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9.2.2項 実験 2
　図 9.7 は φ－θ 展開図を表わす。この図 9.7 から最も電界強度が強くなっている場所は
θ=33 ,φ=116.5 であることが分かる。この結果をデカルト座標に変換し直すと
x=−0.5 , y=1.0 ,z=1.73 となる。従って、推定された波源の位置は
x=−0.5 , y=1.0 ,z=1.73 となる。これより、 x=−0.5 における平面上の電界分布を
表現し、その結果を図 9.8 に示す。この結果から、最も電界強度が強い点は当然、
x=−0.5 , y =1.0 ,z=1.73 となる。また、電界強度が最も強い点上でそれぞれ y軸と z
軸に平行に切ったときの電界分布が図 9.9、図 9.10 である。
　今回波源を設置した位置は x=−0.5 , y=1.0 ,z=1.73 である。推定された波源の位置
は配置した波源の位置と重なり、精度の良い波源の位置推定が可能と判断できる。
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図 9.7: φ－θ 展開図
図 9.13: z=1.73 における電界分布 図 9.14: y=1.0 における電界分布
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　また、図 9.9、図 9.10 では電界分布の状態が若干異なっている。本来であれば図 9.8 の
平面の電界分布は配置したアンテナが画面に向かった方向にエレメントが存在するので、
同心円状に波が伝搬されなければならない。しかしながら、両者で異なりが確認できる。
その違いは中心に配置されたどうた球からの散乱波が原因だと推測している。
　この結果から、アンテナが z軸方向に沿って配置されたものだけでなく、任意の方向を
向いていても推定で可能だと言える。また、波源は特定の軸(z軸, y軸, z軸)を含む平面だ
けで位置推定が可能であるだけではなく、任意の位置にある波源の位置推定が可能である。
9.2.3項 実験 3
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図 9.11: φ－θ 展開図 図 9.12: z-y 平面の電界分布
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　図 9.11 は φ－θ 展開図を表わす。この図 9.11 から最も電界強度が強くなっている場所
は θ=60 ,φ=90 であることが分かる。この結果をデカルト座標に変換すると、推定され
た波源の位置は x=0.0, y=1.73 ,z=1.0 となる。このとき z-y 平面上の電界分布を表現
する。その結果を図 9.8 に示す。この結果から、最も電界強度が強い点の座標は当然
x=0.0, y=1.73,z=1.0 である。また、電界強度が最も強い点上でそれぞれ y軸と z軸
に平行に切ったときの電界分布が図 9.9、図 9.10 である。
　今回波源を設置した位置は x=0.0, y=1.73 ,z=1.0 である。推定された波源の位置は
配置した波源の位置と重なり、精度の良い波源の位置推定が可能と判断できる。この結果
から、導体球の大きさを変えても本手法による波源の位置推定には差支えがないと判断で
きる。
9.3節 まとめ
　数値実験から、本手法を用いることにより波源の位置推定が可能と判断できる結果を得
られた。その結果は精度良く、アンテナの特性も推測することができる。このことから、
本手法の正当性を検証することができた。
　実験 1 で、まず波源の位置推定が可能であるか検証した。その結果は良好で、z軸偏波
を持ったアンテナの特性も得ることができた。実験 2 で、任意の位置にある波源を推定
可能であるかを検証した。その結果も良好なもので、任意の位置にある波源の位置推定が
可能と判断できる結果を得られた。実験 3 では導体球の大きさを変えて実験を行った。
大きさを変えても問題のない結果を得られた。
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図 10.1: 波源を配置した位置
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第10章 実測実験
　前章で本手法の正当性を検証するために数値実験を行ったが、本章では実測実験を行い、
正当性を深める。手順は数値実験の時と同様、実験方法について説明を行い、次に実験結
果を提示する。その後、考察を行い、波源位置推定法について吟味する。
10.1節 実験準備
　計測電磁界の取得方法は前節の通りである。アンテナの配置した位置、向きを下の表に
提示する。また視覚的ものとして、図に配置した位置を示す図を載せる。
54
図 10.2: 回転装置
図 10.5: 放射波源と回転装置
図 10.3: 受信プローブ
図 10.4: 実験環境
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実験は計三回行い、導体球半径を a=0.41λ とした。導体球はステンレス製のものを使
用した。第 8 章 でも記したが、打ち切り次数及び打ち切り位数は数値実験と同じ数を使
用した。また電界分布を表現する際には球ハンケル関数ではなく、球ベッセル関数を使用
している。波源位置推定方法についても数値実験と同様、近傍電界分布及びその電界強度
の最大値から波源位置推定を行う。そして、その波源位置推定結果から、本手法の正当性
を検証した。実験結果の解説方法は数値実験のときと同様の流れで行う。
　以下に本実験で使用した回転装置、放射波源として用いたアンテナとその近傍に存在す
る導体球、受信プローブの写真を載せる。また実験場所は群馬大学工学部三号館の屋上で
行った。実際の実験環境も以下の写真にて提示する。
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図 10.9: z軸上の電界分布
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10.2節 実験結果
10.2.1項 実験 1
　図 10.6 は φ－θ 展開図を表わす。この図 10.6 から最も電界強度が強くなっている場所
は θ=0 ,φ=一様 であることが分かる。この結果から z軸上に波源が存在することが推測
される。z軸上を含む平面として、z-y 平面上の電界分布を表現し、その結果を図 10.7 に
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図 10.6: φ－θ 展開図 図 10.7: z-y 平面の電界分布
図 10.8: z=1.98 における電界分布
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示す。この結果から、最も電界強度が強い点を調べると x=0.0, y=0.0,z=1.98 となっ
た。また、電界強度が最も強い点上でそれぞれ y軸と z軸に平行に切ったときの電界分布
が図 10.8、図 10.9 である。
　この結果は 9.2.1 項で行った数値実験と同じ状況を作り、実測実験を行った際の結果で
ある。都合上、未知波源として用いた微小ダイポールを半波長ダイポールアンテナに変え、
完全導体球をステンレス球に置き換えたが、他の条件は全て同様の条件で実験している。
　今回波源を設置した位置は x=0.0, y=0.0,z=2.0 である。設置した波源の位置と推
定された波源の位置は若干の位置推定誤差を含んでいるが、波源の位置推定は可能と判断
できる結果を得られている。この推定誤差は実験を行う際に生じた測定誤差や実験環境に
よって生じた誤差が原因だと考えている。
　また、図 10.8、図 10.9 では電界分布の状態が大きく異なっている。図 10.8 では電界強
度のピークから同心円状に波の広がる様子が確認できるが、図 10.9 では電界強度のピー
クから急激に電界強度が落ち込んでいる。これもまた、数値実験と同様、z軸上に平行に
置かれたアンテナの指向性がヌルになる方向に相当し、推定された波源が z軸に平行に置
かれたアンテナの特性を持つ波源だと推測できる。
　この結果から、若干の波源の位置推定誤差は生じたものの、波源の位置推定は可能とい
える結果が得られた。また、実測実験においても波源の位置推定は可能だと判断できる。
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10.2.2項 実験 2
　図 10.10 は φ－θ 展開図を表わす。この図 10.10 から最も電界強度が強くなっている場
所は θ=0 ,φ=一様 であることが分かる。この結果から z軸上に波源が存在することが
推測される。z軸上を含む平面として、z-y 平面上の電界分布を表現し、その結果を図
10.11 に示す。この結果から、最も電界強度が強い点を調べると
x=0.0, y=0.94,z=1.73 となった。また、電界強度が最も強い点上でそれぞれ y軸と
z軸に平行に切ったときの電界分布が図 10.13、図 10.12 である。
　今回波源を設置した位置は x=0.0, y=1.0,z=1.73 である。設置した波源の位置と推
定された波源の位置は若干の位置推定誤差を含んでいるが、波源の位置推定は可能と判断
できる結果を得られている。この推定誤差は実験を行う際に生じた測定誤差や実験環境に
よって生じた誤差が原因だと考えている。
　また、図 10.13、図 10.12 では電界分布の状態が大きく異なっている。図 10.12 では電
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図 10.10: φ－θ 展開図 図 10.11: z-y 平面の電界分布
図 10.13: z=1.73 における電界分布 図 10.12: y=0.94 における電界分布
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界強度のピークから同心円状に波の広がる様子が確認できるが、図 10.13 では電界強度の
ピークから急激に電界強度が落ち込んでいる。これは y軸方向に平行に置かれたアンテナ
の指向性がヌルになる方向に相当し、推定された波源が y軸に平行に置かれたアンテナの
特性を持つ波源だと推測できる。
　z軸上に波源が存在しない場合でも波源の位置推定は可能であり、推定された波源(アン
テナ)は置いたアンテナの特性を示すことも確認できた。数値実験の 9.2.2 項で確認したが、
実測実験においても、位置推定が可能であることを確認できる。
10.2.3項 実験 3
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図 10.14: φ－θ 展開図 図 10.15: z-y 平面の電界分布
図 10.17: z=1.71 における電界分布 図 10.16: y=1.02 における電界分布
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　図 10.14 は φ－θ 展開図を表わす。この図 10.14 から最も電界強度が強くなっている場
所は θ=33.5 ,φ=116 であることが分かる。この結果をデカルト座標に変換すると、推
定された波源の位置は x=−0.5 , y=1.02 ,z=1.71 となる。 x=−0.5 における平面上
の電界分布を表現する。その結果を図 10.15 に示す。最も電界強度が強い点は当然、
x=−0.5 , y=1.02 ,z=1.71 となった。また、電界強度が最も強い点上でそれぞれ y軸
と z軸に平行に切ったときの電界分布が図 10.17、図 10.16 である。
　この結果は 9.2.2 項で行った数値実験と同じ状況を実測実験で演出したものである。都
合上、未知波源として用いた微小ダイポールを半波長ダイポールアンテナに変え、完全導
体球をステンレス球に置き換えたが、他の条件は全て同じにしてある。
　今回波源を設置した位置は x=−0.5 , y =1.0 ,z=1.73 である。設置した波源の位置と
推定された波源の位置は若干異なるが、波源の位置は推定可能と判断できる。この推定誤
差は実験を行う際に生じた測定誤差や実験環境による誤差が原因だと考えている。
　また、図 10.17、図 10.16 では電界分布の状態が若干異なっている。本来であれば
図 10.15 の平面の電界分布は配置したアンテナが画面に向かった方向にエレメントが存在
するので、同心円状に波が伝搬されなければならない。しかしながら、両者で異なりが確
認できる。その違いは中心に配置された導体球からの散乱波が主な原因だと推測している。
　この結果から、若干の波源の位置推定誤差は生じたものの、波源の位置推定は可能とい
える結果が得られた。実測実験においても、任意の位置で、任意の向きのアンテナの波源
位置推定が可能だといえる結果を得ることが出来た。
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10.3節 まとめ
　実測実験の結果においても、本手法を用いることにより波源の位置推定が可能といえる
結果を得られた。このことから、数値実験に加え、実測実験でも本手法の正当性を検証す
ることができた。
　10.2.1 項と 10.2.3 項で数値実験と実験環境を似せて実験を行い、数値実験と同様に実
測実験でも波源の位置推定は可能だと検証した。10.2.2 項を加えることで、x軸、y軸、z
軸のすべての軸に平行にアンテナを配置して z-y 平面をみることで、推定された波源の電
界分布の違いを確認し、推定された波源ごとの特性を判断した。
　しかしながら、本手法による推定では誤差を生じさせている。特に 10.2.2 項では位置
推定誤差が他の結果に比べて大きく、グラデーションマップを使用した電界強度ではク
ラッタのような多少の電界強度を持った模様が生じている。これは電磁界計測時に周囲の
ノイズを計測していることが原因と考えている。そのノイズ入りの計測電磁界を用いてマ
トリクスを解いた際、求めた未定展開係数の値にゴミが入り、位置推定誤差やクラッタよ
うな模様を発生させていると考えている。現にその影響を 10.2.2 項は最も強く受けてお
り、位置推定誤差を起こし、図 10.13 の y=−1 の付近のような不必要に大きい電界を
生じさせている。
　この対策としてはノイズなどの影響を受けない環境で実験を行うことである。そうすれ
ば、位置推定誤差もなくなるもしくは改善され、より良い実験結果を得ることができるで
あろう。
　しかし、本結果から次の事も言える。ある程度周囲の影響を受けやすい環境下でも波源
の位置推定が行えることだ。本実験は群馬大学工学部三号館の屋上で実験を行なっている
が、もっと環境の悪いところで実験も行なっている。そのときは都合上、放射波源及びプ
ローブの１m 以内に金属体(VNA)が存在し、5m 以内に無線 LAN ルータ(無線 LAN の周
波数と本事件で使用した周波数は等しい)が存在した環境だ。その環境下でも本結果より
も波源位置推定にノイズは入ったが、波源の位置推定は成功している。
　つまり、これは本手法のメリットの一つなるのではないのかと考えている。また可能性
の段階で他手法と比較しなければ話にならないが、少なくとも電波暗室等のアンテナ計測
専用室を持たずに計測を行えることは強みだといえる。
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第11章 結論
　本論文では散乱体近傍に存在する電磁放射体の波源位置を、一部の計測電磁界から近傍
電界分布を表現する事により推定する手法を提案した。
　本手法の理論展開を行う前に、第 2 章 で球ベクトル波動関数の導出を行い、第 3 章 で
導出した球ベクトル波動関数を用いて平面波による導体球及び誘電体球の散乱解析につい
て述べた。第 4 章 では近傍電磁界を表現するためにダイアディックグリーン関数を導入
した。
第 5 章 では、第 4 章 で導入したダイアディックグリーン関数を用いて、微小ダイポール
アンテナの近傍電界を表現し、第 3 章 と同様に微小ダイポールアンテナによる導体球及
び誘電体球の散乱解析を行った。
　第 6 章 では、第 2 章 から第 5 章 までのことを応用し、導体球近傍に存在する波源位
置推定法について、理論展開を行なっている。第 7 章 では、第 6 章 で出現した未定展開
係数を求める方法について述べてある。
　本手法の正当性を検証するために、実験を行った。第 8 章 では、実験方法について述
べ、第 9 章 章で数値実験、第 10 章 では実測実験を行った。数値実験では完全導体球近
傍に微小ダイポールアンテナを配置して位置推定を行い、実測実験ではステンレス球近傍
に 1/2 波長ダイポールアンテナを配置して位置推定を行った。その結果、本手法により放
射波源の位置は推定でき、加えてアンテナの特性を確認することができた。これにより、
本手法の正当性を検証できた。
　本手法は限定的な条件下でで理論展開を行っており、波源位置推定法の研究としては基
礎段階である。次章では、本手法における今後の課題・展望について述べる。
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第12章 今後の課題・展望
　本手法の課題として以下の事柄が考えられる。
　 1.  原点から波源までの距離が未知でも波源位置推定が可能となるようにすること。
2. 導体球の位置や大きさが未知な場合でも本手法の適用を可能とすること。
3. 導体のみならず誘電体でも本手法の適用を可能とすること。
4. 球状の散乱体だけでなく、他の形状の散乱体でも本手法の適用を可能とすること。
本手法の目的は散乱体近傍に存在する波源の位置推定である。この目的をを考えると、一
つ目の原点から波源までの距離が既知であるという事柄は余計でしかない。即刻改善する
事柄である。二つ目の導体球の位置や大きさが既知も実際の測定を考えると外したい制約
となる。三つ目の誘電体での適用も考えなければならない。波源の近傍に導体しかないと
いう状況は数少ないと考えられるからだ。四つ目の他の形状でも適用も考慮すべき事例だ。
波源の近傍に球状の散乱体しかないという状況は考えにくいからだ。
以上の事柄を検討していくことで、より本手法が有用な手法となると考えられる。
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APPENDIX  A
　本論文では第 3 章 、第 4 章 で球ベクトル波動関数の直交性を用いている。本章では、
球ベクトル波動関数の直交性について求める。
　球ベクトル波動関数 M ,N の直交性が存在する。直交性について球ベクトル波動関
数 M ,N の順に考えていく。
　まず、任意の球ベクトル波動関数 M σmn , M σ ' m ' n ' の積を球面積分することを考える。
∫0
2π d φ∫0
π d θ sinθM σ ,m ,n M σ ' , m ' ,n '
=∫0
2π
d φ∫0
π
d θsinθ{m m'sin2θ z n (k 0r )z n ' (k 0r )P nm(cosθ)P n'm' (cosθ)sincosm φ sincosm φ
+z n (k 0r )z n ' (k 0r )
∂P nm(k 0r )
∂θ
∂P n 'm ' (k 0r )
∂θ
cos
sin
m φcos
sin
m' φ}
 (1)
このとき、偶奇モードを σ で表し、上段を偶モード、下段を奇モードとする。
三角関数の直交性により、以下の関係が成り立つ。
∫0
2 π
sinm ψcosm ' φd φ=∫0
2 π
cosm ψsin m ' φd φ=0
∫0
2π
sinm φsinm ' φd φ=∫0
2 φ
cosm φ cosm ' φd φ={0 (m≠m ' )π (m=m ' )  (2)
これより、偶奇モードで σ=σ ' かつ m=m' のときのみ値を持つ。
よって、式(1)は
∫0
2π
d φ∫0
π
d θsin θM σ , m , n M σ ' , m ' , n '
=∫0
π
d θsin θπ{ m 2sin θ z n(kr )z n' (kr )P nm(cosθ)P nm(cosθ)
+z n(k r )z n ' (k r )
∂P n
m (cosθ)
∂θ
∂P n
m(cosθ)
∂θ }
 (3)
となる。ここで数学公式集[10]より
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∫0
π { m 2sin θP nm (cosθ)P lm(cosθ)+sinθ ∂P n
m(k 0 r )
∂ θ
∂P l m(k 0r )
∂θ }d θ
={ 0 (n≠l )2n(n+1)2n+1 (n+m )!(n−m )! (n=l )
 (4)
を適用すると式(3)は次式となる。
∫0
2π
d ψ∫0
π
d θsinθM σ ,m ,n M σ ' , m ' , n '
={ 0 (σ≠σ ' ,m≠m ' ,n≠n ' )2π n(n+1)2n+1 (n+m )!(n−m )! {z n(kr )}2 (σ=σ ' , m=m ' ,n=n ' )  (5)
これより、球ベクトル波動関数 M の直交性を求めることができた。続けて球ベクトル
波動関数 N の直交性を求めていく。球ベクトル波動関数 M のときと同様に三角関
数の直交性を考慮すると、次のようになる。
∫0
2π
d φ∫0
π
d θsin θN σ ,m , n N σ ' ,m ' , n '
=∫0
π
d θ⋅π{nn ' (n+1)(n ' +1)(kr )2 z n (kr )z n ' (kr )P nm P n'm sinθ
+( ∂∂θ P nm ∂∂θ P n 'm sin θ+ m2sinθ P nm P n 'm ) ∂∂ r (rz n (kr )) ∂∂ r (rz n ' (kr )) 1(kr )2}
 (6)
式(6)は式(4)の関係から
∫0
2π
d φ∫0
π
d θsin θN σ ,m , n N σ ' ,m ' , n '
=∫0
π
π nn ' (n+1)(n ' +1)
(kr )2
z n(kr )z n' (k 0 r )P n
m (cosθ)P n '
m (cosθ)sin θd θ
+2π n (n+1)2n+1
(n+m )!
(n−m )!{ ∂∂ r (rz n (kr ))}
2 1
(kr )2
 (7)
また数学公式集[10]より以下の関係が成り立つ。
∫0
π
P n
m (cosθ)P l
m (cosθ)d θ={ 0 (n≠l )2⋅(n+m )!(n−m )!(2n+1) (n=l )  (8)
よって、式(7)は
∫0
2π
d φ∫0
π
d θsin θN σ ,m , n N σ ' ,m ' , n '
= 1
(k 0 r )
2
2π
2n+1
(n+m )!
(n−m )!n (n+1){n (n+1)(z n(k 0r ))
2
+{ ∂∂θ (r z n (k 0r ))}
2}  (9)
となり、数学公式集[10]より以下の関係式が成り立つため、
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z n−1 (x )+z n+1 (x )=
2n+1
x z n(x )
d
dx z n (x )=
1
2n+1 {nz n−1 (x )−(n+1)z n+1 (x )}
 (10)
式(9)は次式となる。
∫0
2π d φ∫0
π d θsinθN σ ,m ,n N σ ' , m ' ,n '
= 1
(k 0r )
2
2π
2n+1
(n+m )!
(n−m )! n (n+1)
1
(2n+1)2 [n (n+1)(k 0 r )
2(z n−1(k 0 r )+z n +1(k 0 r ))
2
+{(2n+1)z n (k 0 r )+(k 0 r ){nz n−1−(n+1)z n+1(k 0 r )}}
2]
={ 0 (σ≠σ ' ,m≠m' ,n≠n ' )2π n (n+1)(2n+1)2 (n+m )!(n−m )! {(n+1){z n−1(k 0 r )}2+n {z n+1(k 0 r )}2}(σ=σ ' ,m=m' ,n=n ' )
 (11)
以上により、球ベクトル波動関数の直交性を求めることができた。
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　第 5 章 では微小ダイポールアンテナの解析解について取り扱っている。その際、各成
分における球ベクトル波動関数を使用している。第 5 章 で導出した微小ダイポールアン
テナの解析解は第 9 章 の数値実験でも使用している。よって、成分ごとによる球ベクト
ル波動関数表現は重要な関数となる。本節では第 5 章 では省略した導出過程について記
載しておく。
　まず、各成分における球ベクトル波動関数の最終式を載せておく。
M e
o
m n
(x ) =± 1
2n(n+1)(N oe (m+1)n+(n+m )(n−m+1)N oe (m−1)n)
+ 1
2(n+1)(2n+1)(M eo (m+1)(n+1)−(n−m+2)(n−m+1)M eo (m−1)(n+1))
− 1
2n(2n+1)(M eo (m+1)(n−1)−(n+m )(n−m+1)M eo (m−1)(n−1))
 (1)
N e
o
m n
(x ) =± 12n(n+1)(M oe (m+1)n+(n+m )(n−m+1)M oe (m−1)n)
+ 1
2(n+1)(2n+1)(N eo (m+1)(n+1)−(n−m+2)(n−m+1)N eo (m−1)(n+1))
− 1
2n(2n+1)(N eo (m+1)(n−1)−(n+m )(n−m+1)N eo (m−1)(n−1))
 (2)
M e
o
m n
( y ) =− 1
2n(n+1)(N eo (m+1)n−(n+m )(n−m+1)N eo (m−1)n)
± 1
2(n+1)(2n+1)(M oe (m+1)(n+1)+(n−m+2)(n−m+1)M oe (m−1)(n+1))
∓ 1
2n(2n+1)(M oe (m+1)(n−1)+(n+m )(n−m+1)M oe (m−1)(n−1))
 (3)
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N e
o
m n
(y ) =− 12n(n+1)(M eo (m+1)n−(n+m )(n−m+1)M eo (m−1)n)
± 1
2(n+1)(2n+1)(N oe (m+1)(n+1)+(n−m+2)(n−m+1)N oe (m−1)(n+1))
∓ 1
2n(2n+1)(N oe (m+1)(n−1)+(n+m )(n−m+1)N oe (m−1)(n−1))
 (4)
M e
o
m n
(z ) =∓ m
n (n+1)
N o
e
m n
+ 1
2n+1 {n−m+1n+1 M eo m (n+1)+n+mn M eo m (n−1)}  (5)
N e
o
m n
(z ) =∓ m
n (n+1)
M o
e
m n
+ 1
2n+1 {n−m+1n+1 N eo m (n+1)+n+mn N eo m (n−1)}  (6)
以上が、成分ごとの球ベクトル波動関数である。以下に導出方法について簡単ではあるが、
記載しておく。
　まず、球ベクトル波動関数は次式に基づいて導出される。
M = 1k ∇×[ψeo mn⋅a ]  (7)
N = 1
k 2
∇×∇×[ψeo mn⋅a ]  (8)
ψe
o
mn は第 2 章 で求めた固有関数である。このとき a 定ベクトルで、球座標系では
a=r r 0 となる。各成分ごとの球ベクトル波動関数を求める際には、この定ベクトルを
それぞれの単位ベクトルで表せばよい。例えば、x軸成分を持つ球ベクトル波動関数は次
式で定義される。
M = 1k ∇×[ϕ⋅x̂ ]  (9)
N = 1
k 2
∇×∇×[ϕ⋅x̂ ]  (10)
本節では単位ベクトルを c→ ĉ と表記する。球座標系に対応させるために、以下の変換
式を用いる。
x̂=sinθcos φ⋅r̂ +cos θcos φ⋅θ̂−sin φ⋅ϕ̂
ŷ=sin θsin φ⋅r̂ +cos θsinφ⋅θ̂+cos φ⋅ϕ̂
ẑ=cosθ⋅r̂−sinθ⋅θ̂
 (11)
今回は x軸成分なので、
M e
o
mn
( x) = 1
k
∇×{ψe
o
mn
⋅(sinθcosφ⋅r̂+cosθ cosφ⋅θ̂−sin φ⋅φ̂)}  (12)
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N e
o
mn
( x ) = 1
k2
∇×∇×{ψe
o
mn
⋅(sinθcosφ⋅r̂+cosθ cosφ⋅θ̂−sin φ⋅φ̂)}  (13)
となる。ここから、専ら式展開に務める。
M e
o
mn
( x) = 1
k
∇×{ψe
o
mn
⋅(sinθcosφ⋅r̂+cosθ cosφ⋅θ̂−sin φ⋅φ̂)}
=
1
k r sin θ {−zn ∂∂θ (sinθP nm)sin φcossinmφ−z ncosθPnm ∂∂ φ(cosφcossinmφ)}⋅r̂
= 1
k r {zn Pnm ∂∂ φ(cosφ cossinmφ)− ∂∂r (r zn)Pnm(−sinφ)cossinm φ}⋅θ̂
= 1
k r { ∂∂ r (r zn)cosθPnmcosφ cossinm φ−zn ∂∂ θ (sinθPnm)cosφ cossinmφ}⋅φ̂
 (14)
始めに r 成分について求めていく。
rM e
o
m n
(x) = −1
k r sinθ {z n ∂∂θ (sinθPnm)sinφ cossin mφ+z ncos θPnm ∂∂φ (cosφ cossin mφ)}
=−
z n
krsin θ {sinθ ∂∂θ Pnm sinφcossin mφ∓m cosθPnmcos φ sincosmφ}
=−
zn
kr { ∂∂θ Pnmsin φcossin m φ∓m cosθsinθ Pnm cos φ sincosmφ}
 (15)
次式の三角関数の加法定理
sinmφ cosφ=sin(m+1)φ+sin(m−1)φ
cosmφ sinφ=sin(m+1)φ−sin(m−1)φ  (16)
を用いて式(15)を次のように変形する。
rM e
o
m n
(x) =−
zn
2kr [ ∂∂θ Pnm−m cosθsinθ Pnm]sincos (m+1)φ+ zn2kr [ ∂∂θ Pnm+m cosθsin θ P nm] sincos(m−1)φ  (17)
Stratton[9] から次式の球関数に関する公式を用いる。
∂
∂θ Pn
m±m cosθ
sin θ
Pn
m={(n+m)(n−m+1)Pnm−1−Pnm+1  (18)
そうすると式(17)は次式になる。
rM e
o
m n
(x) =
z n
2kr
Pn
m+1 sin
cos
(m+1)φ+(n+m)(n−m+1)
zn
2kr
Pn
m−1 sin
cos
(m−1)φ  (19)
この式(19)をベクトル波動関数 N oemn
⋅r̂
を用いて表現すると次式となる。
rM e
o
m n
(x) = 1
2n (n+1)[ r N oe(m+1)n+(n+m)(n−m+1)
r N o
e
(m−1 )n]  (20)
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次に θ 成分について考えていく。θ 成分のベクトル波動関数は
θM e
o
mn
(x ) = 1
k r {zn Pnm ∂∂φ (cosφ cossinmφ)− ∂∂r (r z n)Pnm(−sinφ)cossinmφ}⋅θ̂  (21)
となる。これを先ほどと同様に展開していく。
θM e
o
mn
(x ) = 1
2k r {∓znP nm[(m+1)sincos(m+1)φ+(m−1)sincos(m−1)φ]
± ∂
∂r (r zn)Pn
m[sincos(m+1)φ−sincos(m−1)φ]}
=
P n
m
2k r {[∓(m+1) zn± ∂∂ r (r zn)] sincos(m+1)φ−[∓(m−1) zn∓ ∂∂r (r zn)] sincos(m−1)φ}
 (22)
ここで下記の公式を用いる。(C.T.ta1 p.206[11])
z n
kr
=
(krzn)'
(n+1)kr
+
zn+1
n+1  (23)
z n
kr
=−
(krzn)'
n kr
+
zn−1
n  
(24)
sinθPn
m= 1
2n+1 [Pn+1
m+ 1−Pn−1
m+1 ]  (25)
sinθPn
m= 1
2n+1 [(n−m+2)(n−m+1)Pn+1
m−1−(n+m)(n−m+1)Pn−1
m−1]  (26)
d Pn
m+1
d θ
=
n (n+1)
(2n+1)sin θ [ n−mn+1 Pn+ 1m+1−n+m+1n Pn+1m−1]  (27)
d Pn
m−1
d θ
=
n(n+1)
(2n+1)sinθ[ n−m+2n+1 P n+1m+1−n+m−1n Pn+1m−1]  (28)
式(23)～式(28)を用いると、式(22)は次のように展開できる。
cos
sin
(m+1)φ に対して、
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θM e
o
mn
(x) =
Pn
m
2k r [∓(m+1) z n± ∂∂r (r z n)] sincos (m+1)φ
= 1
2(2n+1){Pn+1
m+1
sinθ [±n−mn+1 (r zn)'kr ∓m+1n+1 z n+1]
−
Pn−1
m+1
sinθ [±n+m+1n (r zn) 'kr ∓m+1n z n−1]}sincos (m+1)φ
=± 1
2(2n+1)
(r zn)'
kr {n−mn+1 Pn+1
m+1
sin θ
+ n+m+1
n
Pn−1
m+1
sinθ }sincos (m+1)φ
+ 1
2 (n+1)(2n+1)
θM e
o
(m+1)(n+1 )
− 1
2n (2n+1)
θM e
o
(m+1)(n−1)
=±
1
2n (n+1)
(r zn) '
kr
∂
∂ θ Pn
m+1 sin
cos
(m+1)φ
+ 1
2 (n+1)(2n+1)
θM e
o
(m+1)(n+1 )
− 1
2n (2n+1)
θM e
o
(m+1)(n−1)
=± 1
2n (n+1)
θN e
o
(m+1)n
+ 1
2(n+1)(2n+1)
θM e
o
(m+1)(n+1)
− 1
2n (2n+1)
θM e
o
(m+1)(n−1)
 (29)
同様の手順を踏むことで
cos
sin
(m−1)φ についても求めることができる。そのため、過程
を省略する。
θM e
o
mn
(x) =±
(n+m)(n−m+1)
2n(n+1)
θN o
e
(m−1)n
−
(n−m+2)(n−m+1)
2 (n+1)(2n+1)
θM e
o
(m+1)(n+1)
−
(n+m)(n−m+1)
2n (2n+1)
θM e
o
(m+1)(n−1)
 (30)
よって、式(29)と式(30)を足すと求めたいものとなる。
θM e
o
mn
(x) =± 1
2n (n+1)(θN oe(m+1 )n+(n+m)(n−m+1)
θN o
e
(m−1 )n)
+ 1
2(n+1)(2n+1) (θM eo(m+1 )(n+1 )−(n−m+2)(n−m+1)
θM e
o
(m+1)(n+1))
− 1
2n(2n+1)(θM eo (m+1)(n−1)−(n+m)(n−m+1)
θM e
o
(m+1)(n−1))
 (31)
最後に φ 成分について求めていく。
φM e
o
mn
( x) = 1
k r { ∂∂r (r z n)cosθ Pnmcos φ cossinmφ−z n ∂∂θ (sinθPnm)cos φcossin mφ}
= 1
2 k r { ∂∂ r (r zn)cos θPnm−z n ∂∂θ (sinθPnm)}[cossin (m+1)φ+cossin (m−1)φ]
 (32)
式(23)～式(26)を用いると、式(32)は次のように展開できる。
cos
sin
(m+1)φ に対して、
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φM e
o
mn
( x) = 1
2(2n+1){(2n+1) 1kr ∂∂ r (r zn)cosθPnm− znkr ∂∂θ (Pn+1m+1−Pn−1m+1)}cossin (m+1)φ
= 1
2(2n+1){(2n+1) 1kr ∂∂ r (r zn )cosθPnm
−( (krzn)'(n+1)kr + zn+1n+1) ∂∂ θ Pn+1m+1+(−(krz n) 'n kr + zn−1n )Pn−1m+1}cossin (m+1)φ
= 1
2(2n+1)
(r zn)'
kr {(2n+1)cosθ Pnm− 1n+1 ∂∂θ Pn+1m+1−1n ∂∂θ Pn−1m+1}cossin (m+1)φ
+ 1
2(n+1)(2n+1)
M e
o
(m+1)(n+1)
− 1
2n (2n+1)
M e
o
(m+1)(n−1)
 (33)
さてここで、
(2n+1)cos θPn
m− 1
n+1
∂
∂θ Pn+1
m+1−1
n
∂
∂θ Pn−1
m+ 1
=(2n+1)cosθPn
m− 1
n+1(−(n+m+2)Pnm+1+(n+1) cosθsinθ Pn+1m+1)
−1
n(−n cosθsinθ Pn−1m+1+(n−m−1) Pn
m+1
sinθ )
= cosθ
sinθ (Pn+1
m+1−Pn−1
m+1)+ Pn
m+1
sinθ (n+m+2n+1 −n−m−1n )− cosθsinθ (Pn+1m+1−Pn+1m−1)
=
Pn
m+1
sinθ ((2n+1)(m+1)n (n+1) )
 (34)
となるので、式(33)は次式となる。
φM e
o
mn
( x) = 1
2(2n+1)
(r z n) '
kr {Pn
m+1
sinθ ((2n+1)(m+1)n(n+1) )}cossin (m+1)φ
+ 1
2(n+1)(2n+1)
M e
o
(m+1)(n+1)
− 1
2n(2n+1)
M e
o
(m+1 )(n−1)
=± 1
2n(n+1)
φN o
e
(m+1)n
+ 1
2(n+1)(2n+1)
φM e
o
(m+1)(n+1)
− 1
2n (2n+1)
φM e
o
(m+1)(n−1 )
 (35)
同様の手順を踏むことで
cos
sin
(m−1)φ についても求めることができる。そのため、過程
を省略する。
φM e
o
mn
( x) =±
(n+m)(n−m+1)
2n (n+1)
φN o
e
(m−1)n
−
(n−m+2)(n−m+1)
2 (n+1)(2n+1)
φM e
o
(m+1)(n+ 1)
−
(n+m)(n−m+1)
2n (2n+1)
φM e
o
(m+1)(n−1)
 (36)
よって、式(35)と式(36)を足すと求めたいものとなる。
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φM e
o
mn
( x) =± 1
2n (n+1) (φN oe (m+1)n+(n+m)(n−m+1)
φN o
e
(m−1)n)
+ 1
2(n+1)(2n+1)(φM eo (m+1)(n+1)−(n−m+2)(n−m+1)
φM e
o
(m+1)(n+1))
− 1
2n (2n+1) (φM eo(m+1)(n−1)−(n+m)(n−m+1)
φM e
o
(m+1)(n−1))
 (37)
式(20)、式(31)、式(37)はそれぞれ r 成分、θ 成分、φ 成分であるが、みな同じ形で書くこ
とができる。したがって、まとめて書くと次式となる。
M e
o
mn
( x) =± 1
2n (n+1)(N oe(m+1)n+(n+m)(n−m+1)Noe(m−1)n)
+ 1
2(n+1)(2n+1)(M eo(m+1)(n+1)−(n−m+2)(n−m+1)M eo (m+1)(n+1))
− 1
2n(2n+1) (M eo(m+1 )(n−1)−(n+m)(n−m+1)M eo(m+1)(n−1))
 (38)
次に
N e
o
mn
( x)
について求めていく。
N e
o
mn
( x)
は
M e
o
mn
( x)
の回転場である。それ考慮すると、
N e
o
mn
( x)
は次式となる。
N e
o
mn
( x) =± 1
2n (n+1) (M oe(m+1)n+(n+m)(n−m+1)M oe (m−1 )n)
+ 1
2(n+1)(2n+1)(N eo (m+1)(n+1)−(n−m+2)(n−m+1)N eo(m+1)(n+1))
− 1
2n (2n+1) (N eo(m+1)(n−1)−(n+m)(n−m+1)N eo (m+1)(n−1))
 (39)
式(38)、式(39)が x軸偏波の球ベクトル波動関数表現である。この求めた式(38)、式(39)は
冒頭で挙げたものと同様となる。
　次に y軸についてだが、x軸成分のものと形が似ているため導出過程が似ており、かつ
本論文では使用しないため省略する。
　最後に z軸成分について展開し、APPENDIX  B を終了する。式(12)、式(13)に戻り、
単位ベクトル z を選択肢、式(14)から単位ベクトル z の変換式を代入する。そうすると、
下記のような式表現となる。
M e
o
mn
(z ) = 1
k
∇×{ψe
o
mn
⋅z 0}=
1
k
∇×{ψe
o
mn
⋅(cosθ⋅r0−sinθ⋅θ0)}  (40)
N e
o
mn
( z) = 1
k2
∇×∇×{ψe
o
mn
⋅z0}=
1
k 2
∇×∇×{ψe
o
mn
⋅(cosθ⋅r0−sinθ⋅θ0)}  (41)
これを x 軸の場合と同様に展開していく。
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M e
o
mn
(z ) = 1
k
∇×{ψe
o
mn
⋅(cosθ⋅r0−sinθ⋅θ0)}
=
1
kr sinθ {− ∂∂φ (−sinθ zn Pnmcossinmφ)}⋅r0
+ 1
kr { 1sinθ ∂∂φ (cosθ znP nmcossinmφ)}⋅θ0
+ 1
kr { ∂∂ r (r (−sinθ)zn Pnmcossinm φ)− ∂∂θ(cosθ zn Pnmcossinmφ)}⋅φ0
 (42)
ここからは各成分にわけて導出する。
r 成分：
M e
o
mn
r(z ) = 1
kr sin θ {− ∂∂φ (−sinθ znP nmcossinmφ)}⋅r0
=
zn
kr
Pn
m ∂
∂ φ (cossinmφ)
=∓ m
n(n+1)
⋅n(n+1)
kr
zn
Pn
m
sinθ
sin
cos
m φ
=∓ m
n (n+1)
N o
e
mn
r
 (43)
θ 成分：
M e
o
mn
θ(z )= 1
kr { 1sinθ ∂∂ φ(cosθ zn Pnmcossinm φ)}⋅θ0
=∓m
zn
kr
cosθ
sinθ
Pn
m sin
cos
mφ
=∓ m
2n+1
zn
kr
1
sinθ [(n−m+1)Pn+1
m +(n+m)Pn−1
m ]sin
cos
mφ
=∓
1
2n+1 [m(n−m+1) znkr Pn+1
m
sinθ
+m (n+m)
zn
kr
P n−1
m
sinθ ]sincosmφ
 (44)
式(44)中では下記の公式を用いた。
(n−m+1)Pn+1
m −(2n+1)cosθPn
m+(n+m)Pn−1
m =0  (45)
式中の第一項を A1、第二項を A2 と分離してさらに展開する。また、下記の二式中には
以下で示す公式を使用している。
z n
kr
=
(kr zn)'
(n+1)kr
+
zn+1
n+1  (46)
z n
kr
=−
(kr zn)'
n kr
+
zn−1
n  
(47)
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A1=m(n−m+1)
zn
kr
Pn+1
m
sinθ
=m(n−m+1)[ (kr zn)'(n+1) kr+ zn+1n+1] Pn+1
m
sinθ
= n−m+1
n+1 [m (kr zn)'kr Pn+1
m
sinθ
+ m
sinθ
z n+1 Pn+1
m ]
 (48)
A2=m(n+m)
zn
kr
Pn−1
m
sinθ
=m(n+m)[−(krzn)'n kr + zn−1kr ] Pn−1
m
sinθ
=
n+m
n [−m (krzn)'kr Pn−1
m
sinθ +
m
sinθ zn−1 Pn−1
m ]  
(49)
M e
o
mn
θ =∓ m
sinθ
zn Pn
m sin
cos
mφ であることを考慮すると式(44)は式(48)、式(49)を用いて次式
となる。
M e
o
mn
θ(z ) = 1
2n+1 {n−m+1n+1 M eom(n+1)θ +n+mn M eom(n−1)θ }
∓ m
2n+1 [n−m+1n+1 Pn+1
m
sin θ
−n+m
n
P n−1
m
sinθ
1
kr ](krzn)'kr sincosm φ
 (50)
また
∂
∂θ Pn
m=
n (n+1)
(2n+1)sinθ [ n−m+1n+1 Pn+1m −n+mn Pn−1m ]  (51)
となることを考慮すると式(50)は次式となる。
M e
o
mn
θ(z )=
1
2n+1 {n−m+1n+1 M eom(n+1)θ +n+mn M eom(n−1)θ }∓ mn (n+1) ∂∂θ Pnm
(krzn) '
kr
sin
cos
mφ
= 1
2n+1 {n−m+1n+1 M eom(n+1)θ +n+mn M eom(n−1)θ }∓ mn (n+1)N eomnθ
 (52)
φ 成分：
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M e
o
m n
φ(z ) =
1
kr { ∂∂ r (r (−sin θ)z n P nm cossin m φ)− ∂∂θ(cosθz n P nm cossinm φ)}
=−{(krz n)'kr sin θP nm+ z nkr ∂∂θ (cosθP nm)}cossin m φ
=−{(krz n) 'kr sinθP nm+ z nkr [ (n−m+1)2n+1 ∂∂θ (P n+1m )+(n+m )2n+1 ∂∂ θ P n−1m ]}cossinm φ
=−{(krz n)'kr sin θP nm+ n−m +1(2n+1)(n+1)[ (kr z n) 'kr +z n+1] ∂∂ θ (P n+1m )
+ n+m
n (2n+1)[−(krz n)'kr +z n−1] ∂∂ θ P n−1m }cossin m φ
 (53)
上の式展開では式(45)～式(47)を使用した。
そして M e
o
mn
φ =−zn
∂
∂θ Pn
mcos
sin
m φ を考慮すると、式(53)は次式へと続く。
M e
o
m n
φ(z ) =
(krz n) '
kr {−sin θP nm− 12n+1 [n−m+1n+1 ∂∂ θP n+1m −n+mn ∂∂θ P n−1m ]⏟
A3
}cossin m φ
+ 12n+1 {n−m+1n+1 M eo m (n+1)φ +n+mn M eo m (n−1)φ }
 (54)
ここで、A3 を求める。その際、下記の公式を用いる。
∂
∂θ Pn+1
m =−(n+m+1)
Pn
m
sinθ
+(n+1) cosθ
sinθ
Pn+1
m
 (55)
∂
∂θ Pn−1
m =−n cos θ
sinθ
Pn+1
m +(n−m)
P n
m
sinθ  
(56)
A3=n−m+1
n+1
∂
∂θ Pn+1
m −n+m
n
∂
∂θ Pn−1
m
=−n−m+1
n+1 {(n+m+1) Pn
m
sinθ
−(n+1) cosθ
sinθ
Pn+1
m }+ n+mn {n cos θsin θ Pn−1−(n−m) Pn
m
sinθ}
=−
Pn
m
sinθ {(n−m+1)(n+m+1)n+1 + (n+m)(n−m)n }+ cos θsinθ {(n−m+1)Pn+1m +(n+m)Pn−1m }
=−(2n+1){(1− m2n (n+1)) Pn
m
sinθ−
cosθ2
sinθ Pn
m}=−(2n+1){− m2n(n+1) Pn
m
sinθ+sinθ Pn
m}
 (57)
式(57)を式(54)に代入し、演算を続けると、
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M e
o
m n
φ(z ) =
(krz n) '
kr {− m2n (n+1) P n
m
sin θ}cossin m φ+ 12n+1 {n−m+1n+1 M eo m(n+1)φ +n+mn M eo m (n−1)φ }
=∓ m
n (n+1)
N o
e
m n
φ + 1
2n+1 {n−m+1n+1 M eo m(n+1)φ +n+mn M eo m (n−1)φ }
 (58)
式(43)、式(50)、式(58)をみると、すべて同じ形で表現されている。
したがって、z軸偏波の球ベクトル波動関数は次式で表される。
M e
o
m n
(z ) =∓ m
n (n+1)
N o
e
m n
+ 1
2n+1 {n−m+1n+1 M eo m (n+1)+n+mn M eo m (n−1)}  (59)
次に N eomn
( x)
について求めていく。 N eomn
( x)
は M eomn
( x)
の回転場である。それ考慮すると、
N e
o
mn
( x)
は次式となる。
N e
o
m n
(z ) =∓ m
n (n+1)
M o
e
m n
+ 1
2n+1 {n−m+1n+1 N eo m (n+1)+n+mn N eo m (n−1)}  (60)
以上が z 軸成分の球ベクトル波動関数の導出となる。
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